UNA PRESENTACION DE LOS CONCEPTOS DEL
CALCULO, EN ESCUELAS DE INGENIERIA, NO
CENTRADA EN LA DEFINICION DE LIMITE
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that does not put in the center of attention the concept
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1. Introduccion. Las distintas versiones del Calculo

Se suele asociar el origen del Calculo basado en la definicion de limite con la publicacion del
Curso de Analisis de Cauchy, en el decenio de los 1820. Gradualmente, esa version del Célculo
fue adquiriendo aceptacion en las aulas hasta alcanzar un estatus hegemonico, a principios del
siglo xx y a partir de entonces, y hasta fines del mismo siglo, la presentacion de los cursos de
Calculo, en particular los que se ofrecen en las escuelas de ingenieria, estuvo firmemente asociada
a la definicion de limite, con algunas variaciones en cuanto al grado de rigor adoptado. Sin
embargo, la experiencia en las aulas, asi como los innumerables trabajos de investigacion en
Matematica Educativa que se han hecho durante casi medio siglo, dan cuenta de la gran dificultad
para entender el Céalculo bajo esa perspectiva y, mas que nada, para entender y utilizar sus
conceptos en el contexto de las ciencias de la ingenieria.

Y es que, como puede observarse en los textos utilizados para el aprendizaje de esas ciencias, 10s
conceptos del Célculo se utilizan de una manera mucho méas proxima a las versiones anteriores a
la Cauchy, en particular a las de Leibniz, Newton o Lagrange, en las que el concepto de limite ni
siquiera habia aparecido. Esta situacion provoca una desvinculacion entre los cursos de Calculo,
gue normalmente se ofrecen al comenzar los estudios de licenciatura, con los de ciencias de la
ingenieria, que se ofrecen a media carrera.

Esta es una situacion que habria que analizar con mayor atencion, considerando sus efectos en el
aprendizaje del Calculo y en uso del mismo como una herramienta para el entendimiento de las
ciencias de la ingenieria y las consecuentes implicaciones en el desempefio profesional de los
ingenieros. A continuacion, y para contribuir en este analisis se hara referencia a algunos
momentos de la evolucién de los conceptos del Célculo y de su ensefianza en las escuelas de
ingenieria.
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Para comenzar cabe comentar algo de lo dicho por Lazare Carnot en sus Reflexiones sobre el
Analisis Infinitesimal (cuya segunda edicion fue publicada en 1813), obra en la que expone las
virtudes del Andlisis Infinitesimal, o sea, la version leibniziana del Célculo y las compara con las
otras versiones (que él llama Métodos) de las que se disponian al inicio del siglo XIx.

Pues bien, Carnot indica, bajo el titulo, el propdsito de la obra, a la vez que describe las tres partes
en las que se compone:

Yo busco conocer en qué consiste el verdadero espiritu del Andlisis infinitesimal; las reflexiones
gue yo propongo al respecto son distribuidas en tres capitulos: en el primero, expongo los principios
generales de este analisis; en el segundo examino como este ha sido reducido en algoritmo, por la
invencién del calculo diferencial e integral; en el tercero, lo comparo con aquellos otros métodos
que lo pueden sustituir, tales como el método de exhausion, el de los indivisibles, el de las
indeterminadas, etc. Carnot (1921).

Observamos entonces que Carnot afirmaba que estas distintas presentaciones del calculo no eran
mutuamente excluyentes, de manera que podia ser utilizada una de ellas en lugar de otra 0 méas
de una de ellas en el estudio de alguna problematica de intereés.

Es interesante saber a cuales otros métodos se refiere Carnot. En el capitulo 3, menciona el
método de exhausion, para referirse al método de los “antiguos” [griegos], el método de los
indivisibles (Cavalieri), el método de las indeterminadas (que atribuye a Descartes), el método
de las primeras y ultimas razones o de los limites (Newton), el método de las fluxiones (Newton),
el céalculo de las cantidades evanescentes (Euler) y la Teoria de las funciones analiticas o
funciones derivadas (Lagrange), cuya segunda edicion fue publicada casi simultaneamente con
la segunda edicién de la segunda edicién de las Reflexiones de Carnot.

Luego, en el primer capitulo, Carnot expone los “principios generales de analisis infinitesimal”,
donde comienza por remarcar su importancia como una herramienta eficiente, a la vez que
sencilla, para la modelacion matematica de la naturaleza, situacion especialmente importante en
la formacion de ingenieros:

No hay ningan descubrimiento que haya producido, en las ciencias matematicas, una revolucion asi
de feliz y con tanta rapidez como el del Analisis infinitesimal; ninguna se ha valido de medios mas
simples y més eficaces para penetrar en el conocimiento de las leyes de la naturaleza.

Aproximadamente medio siglo después, un autor francés, Boucharlat, habria de manifestar la
inquietud de tomar elementos de cada una de las tres propuestas con mayor presencia en ese
momento; la de los infinitamente pequefios de Leibniz, la de los limites de Newton, y la
algebraica de Lagrange:

El método de los infinitamente pequefios no es sino un medio expedito de encontrar los diferenciales
de diversas funciones, él grava sus diferenciales en nuestra memoria mediante figuras geométricas
reducidas al Gltimo grado de simplicidad, y que hablan mas a la imaginacién que las ideas
abstractas; en fin, este método deviene indispensable en las partes altas de la mecanica y la
astronomia, en donde, sin él, la resolucién de problemas tendria una extrema dificultad.
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[...] Si el método de los limites complementa al de los infinitamente pequefios, rectificando aquello
poco que este Ultimo podia tener defectuoso, el método de Lagrange complementa a su vez al de
los limites, haciendo depender los coeficientes diferenciales de la pura Algebra. Se puede entonces
considerar entonces a estos tres métodos como formando uno solo. Boucharlat (1858).

Podemos reconocer entonces que, para algunos de los autores de libros para la ensefianza del
calculo, en el siglo XX, resultaba sumamente importante el aspecto didactico. Se pretendia tomar
los elementos positivos de cada version para conseguir un texto que resultara mas accesible para
quienes se iniciaban en el estudio de esta ciencia.

Sin embargo, a pesar de los intentos de Carnot y otros seguidores de la versién leibniziana del
Calculo, la propuesta de Cauchy, surgida en la segunda década del siglo x1x fue ganando adeptos
y, luego de aproximadamente un siglo, y debido a su fortaleza desde el punto de vista del rigor
I6gico, termind por desplazar a las otras, pero s6lo en el quehacer de los matematicos
profesionales. Al respecto, y de acuerdo con Boyer (1986), fue Heine, bajo la influencia de
Weierstrass, quien en 1872 enunciaria la siguiente definicion:

Si dado cualquier €, existe un n, tal que para 0 < n < n,, la diferencia f (x, =+ n) — L es menor en
valor absoluto que &, entonces se dice que L es el limite de f(x) para x = x.

Esta es, con insignificantes diferencias en la simbologia, la definicion de limite que aun
encontramos en los libros de texto. Y, como indica el mismo Boyer, marco, de manera definitiva,
el fin del recurso de las cantidades infinitamente pequefias o de puntos moviéndose para generar
curvas:

En esta definicion fria, precisa y estatica ya no hay la menor sugerencia a cantidades que fluyan
engendrando magnitudes de dimensiones superiores, ni al menor recurso a puntos moviéndose
sobre curvas, ni a despreciar cantidades infinitamente pequefias. No han quedado nada méas que
nameros reales, la operacion de sumar y su opuesta la de restar, y la relacion «menor que» entre
nameros reales.

Seguramente se estard de acuerdo con Boyer, en cuanto a la “simplicidad y precision” de la
definicion de Heine, siempre y cuando se observe desde la perspectiva de los profesionales de la
matematica. Sin embargo, desde la perspectiva de la docencia, en las escuelas de ingenieria, la
experiencia recabada durante las Gltimas cuatro décadas nos indica claramente que la definicion
rigurosa de limite no resulta accesible para la gran mayoria de los estudiantes.

Ahora bien, mas recientemente, el reconocido divulgador de las Matematicas, lan Stewart en sus
comentarios al conocido libro ¢ Qué son las mateméticas?, escrito en 1941 por Courant y Robbins
se ha pronunciado en este mismo sentido, el reconocimiento de las ventajas didacticas de aceptar
las cantidades infinitamente pequefias:

[...] Courant y Robbins subrayan que “las diferenciales” como cantidades infinitamente pequeas
estan ahora descartadas definitiva y deshonrosamente™: una reflexion precisa del punto de vista que
se tenia por consenso cuando se escribio (Qué son las matematicas? A pesar del veredicto de
Courant y Robbins, siempre ha habido algo intuitivo y Ilamativo en los argumentos a la antigua con
infinitesimales. Estan ain sumergidos en nuestro lenguaje en ideas tales como “instantes” de
tiempo, velocidades “instantaneas” y el considerar una curva como una serie de lineas rectas
infinitamente pequefas y el rea acotada por una curva como suma de una cantidad infinita de &reas
de rectangulos infinitesimales. Este tipo de intuicion resulta estar justificado, pues se ha descubierto
recientemente que el concepto de cantidades infinitamente pequefias no es deshonroso y no tiene
por qué ser descartado. (Stewart en Courant y Robbins, 2010).
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Para finalizar esta resefia, cabe referirse a Ivor Grattan-Guinness, quien en su articulo titulado
¢Qué es 'y qué deberia ser el calculo?, nos dice:

El planteamiento de Cauchy-Weierstrass, basado en los limites se ha convertido naturalmente en la
forma habitual de ensefianza en los cursos dedicados al calculo o al analisis (puro). Sin embargo,
en los cursos de mecanica, astronomia, fisica matematica e ingenieria a menudo se emplea la forma
euleriana del calculo diferencial por su flexibilidad intuitiva en la construccion de los modelos
diferenciales de los fendmenos fisicos en cuestién. Sobre este punto Cauchy fue criticado en la
Ecole Polytechnique durante la década de 1820 por de Prony, uno de los sinodales de gradacion:

La ensefianza, en el analisis puro y en la geometria analitica, parece haber dejado que desear en la practica
y en la facilidad de las aplicaciones a las formulas y a las teorias generales: algunos alumnos muy
brillantes, luego de demostrar satisfactoriamente las férmulas, se encuentran en problemas cuando llega
el momento de resolver casos concretos. Es indispensable no aislar nunca las nociones abstractas de las
consideraciones en detalle; estas Gltimas siempre preceden a aquellas en el desarrollo natural de las ideas.
Y es necesario aceptar esta ley de la naturaleza, sobre todo cuando se trata de ensefiar a jovenes para
quienes la teoria ha de ser una herramienta de la practica.
...En el caso de la ensefianza del célculo, la hegemonia de los limites ha provocado una
esquizofrenia educacional desafortunada y totalmente innecesaria: el calculo puro no es otra cosa
gue epsilonitis de pared a pared e ignora la forma diferencial euleriana del calculo que los cursos
de calculo aplicado con excelente razon, a menudo utilizan como elemento bésico. Grattan-
Guinness, 1991.

Asi pues, Grattan-Guinness afirma, en primer término, que el énfasis en el rigor hace menos
accesible el Calculo al buen entendimiento por parte de los alumnos. Por otra parte, afirma que
el abandono de los infinitesimales ocurrio sélo en los cursos de Calculo, cuando se presentan sus
conceptos de manera descontextualizada, ya que sigue utilizandose en aquellos cursos en los que
el Céalculo es mas bien aplicado, lo cual puede constatarse al hacer un analisis de los textos usados
para la ensefianza de las ciencias bésicas y de la ingenieria (Arcos, 2000).

2. El limite o la diferencial

A continuacién, y para ilustrar lo antes sefialado, vamos a ver cémo se utilizan algunos conceptos
o tematicas del Calculo en textos de ciencias de la ingenieria, comenzando con los conceptos de
limite y continuidad.

En cuanto a la idea de continuidad, ésta es abordada desde un punto de vista fisico, claramente
alejado del rigor logico con el que aborda en los textos de Calculo. Hasta fines del siglo pasado,
se recurria al limite para definir funciones de punto, como la densidad, el volumen especifico o
la presion, cuidandose de no hablar de distancias excesivamente pequefias. Asi, en el texto de
Termodinadmica de Burghardt, para definir el volumen especifico, se decia lo siguiente:

Existen varias propiedades bien conocidas, pero que debemos definir rigurosamente para saber con
exactitud lo que se desea significar con ellas. Volumen especifico es el volumen de una sustancia
dividido entre su masa. Pero, ;hay algin punto donde esto deje de ser cierto? ¢ Tendria significado
el volumen especifico si se selecciona una sola molécula para representar la sustancia que vamos a
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medir? No. En primer lugar, el volumen especifico es un fendmeno macroscépico; en segundo, para
gue una propiedad sea macroscépica debe existir en un medio continuo; es decir las propiedades
macroscopicas tienen que variar continuamente de una region a otra sin interrupciones. Decimos
region y no punto porque este ultimo concepto geométrico (infinitesimal) no puede tener particulas
de una sustancia dada (;0 si?); de esta manera, el espacio mas pequefio que puede ocupar una
sustancia macroscopica, sin perder sus propiedades también macroscépicas, es una region con un
volumen caracteristico 6V'. Si el volumen especifico se designa por v, y 8V es un volumen pequefio

de sustancia, con una masa ém, entonces v = _lim v (Burghardt, 1984)
V-8V ém

Observemos que, ademas de recurrir a terminologia infinitesimalista, se recurre innecesariamente
al concepto de limite, ya que, si aceptamos un cierto valor para el volumen caracteristico §V’,
bastaria con indicar que, para cada punto del espacio, se tome una esfera o un cubo, con centro en el punto
cuyo volumen sea §V’, y que contenga en su interior una masa &m de la sustancia, el volumen especifico

en el punto sera v
sm’

Mas recientemente, con respecto de la misma temaética, Cengel, un autor actualmente muy
reconocido en escuelas de ingenieria nos dice:

La materia est4 constituida por &tomos que estan igualmente espaciados en la fase gas. Sin embargo,
es muy conveniente no tomar en cuenta la naturaleza atdmica de una sustancia y considerarla como
materia continua, homogénea y sin ningin hueco, es decir, un continuo. La idealizacion de continuo
permite tratar a las propiedades como funciones puntuales y suponer que varian en forma continua en
el espacio sin saltos discontinuos. Esta idealizacion es valida siempre y cuando el tamafio del sistema
analizado sea grande en relacion entre moléculas. Este es el caso de casi todos los problemas a
excepcion de algunos especializados. La idealizacion del continuo esta implicita en muchos
enunciados, como “la densidad del agua en un vaso es la misma en cualquier punto”. [...] En este libro
s6lo se consideran sustancias que es posible modelar como un continuo. Cengel y Boles, 2015.

Luego de lo cual, y ya que se ha dicho que sélo se consideraran sustancias homogeéneas, procede
a definir densidad y volumen especifico, sin recurrir al limite.

La densidad se define como la masa por unidad de volumen p = % El reciproco de la densidad es
1

. . . . 14
el volumen especifico v, que se define como el volumen por unidad de masa. Es decir v = ™=

Por otra parte, en la generalidad de los textos de Calculo, respecto de la temaética relacionada con
el concepto de limite, plantean como algo importante, el célculo del limite de una funcién f,
p(x)
q(x)
a un valor a, para el cual ambas funciones (numerador y denominador) valen cero (p(a) =

q(a) = 0), es decir, cuando se presenta la forma indeterminada %

definida por medio de un cociente de otras dos funciones (f(x) = ) cuando la variable tiende

Es este sentido, una vez que se ha la definido el limite y se han expuesto algunos teoremas para
el célculo del limite (generalmente sin demostrar) se consideran algunos casos simples, por
ejemplo, cuando numerador y denominador tienen a x —a como factor. Para casos mas
complejos la respuesta se da hasta después de definir la derivada, introduciendo la “regla de
L’Hopital”, por medio de la cual se puede calcular el limite para esta y otras formas
indeterminadas. En cuanto a la interpretacion gréfica, el asunto parece no ser tan importante y se
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aborda posteriormente, hasta que se habla de la continuidad, haciendo referencia a la
discontinuidad “evitable”.

Figura 1. Proposicion 1 de la seccion 1x del Andlisis de L'Hdpital. Figura tomada de la fuente consultada

Veamos, ahora, el planteamiento original del marqués de L’Hopital, en su Analisis de los
infinitamente pequefios, escrito a fines del siglo xvii. En la proposicién | de la novena seccion
(de diez), titulada “Solucion de algunos problemas que dependen de los métodos precedente”,
aborda el siguiente problema:

Sea AMD una linea curva (AP =x, PM =y, AB = n) tal que el valor de la ordenaday esté expresado
por una fraccién, en la cual el numerador y el denominador se vuelvan cada uno cero cuando x =
a; es decir, cuando el punto P caiga sobre el punto dado B (figura 1 en este documento). Se pregunta
cual debe ser entonces el valor de la ordenada BD. L Hépital (1998)

Asi pues, L’Hopital se plantea el problema de determinar por donde pasa la gréfica de la funcion
(definida por un cociente) cuando ambas funciones (humerador y denominador) se anulan. En
términos del Calculo escolar actual, esta pasando por alto que la funcién cociente no esta definida
en esa situacion.

En el caso de las escuelas de ingenieria, cabe preguntarse qué tan importante es indicar que, en
este caso, a la grafica solo le hace falta un punto, o bien si podemos “ignorar el agujero” indicando
que el calculo del limite nos sirve para ver “por qué punto pasa la gréafica”, tal como lo hacia
L Hopital.

3. El Calculo diferencial

En la version leibniziana del Calculo, la diferencial de una cantidad variable se definia como un
incremento infinitamente pequefio de la misma. Esa acepcion se conserva hasta nuestros dias, en
los textos de ciencias de la ingenieria, de manera que, un incremento finito de la temperatura T
de un gas, por ejemplo, se denotara mediante AT, mientras que un incremento infinitesimal de la
misma, es decir, una diferencial de la temperatura se denotard mediante dT.

Desde esta perspectiva, al introducir los conceptos relativos al movimiento rectilineo, por
ejemplo, si se considera que una particula se desplaza una distancia As en un tiempo At se dira
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. ./ . f A . .
que la particula se movio con una velocidad promedio v,,, = A—i, mientras que, si se desplaza una
distancia ds en un tiempo dt se dira que la particula se movio con una velocidad (instantanea)
ds
=—
Sin embargo, en los textos actuales de Célculo, cuando se define la derivada y se presenta la
.y, i e . d . +h)— . y
notacion leibniziana ﬁ = lim w donde y = f(x), se hace hincapié en que no debe

h—0
d . . ., .
verse é COMO un cociente, ya que dx Yy dy no tienen ningun SIgI’lIfIC&dO por separado. Cuando

posteriormente se define la “diferencial” de una funcién, mas bien se define la aproximacion
lineal del incremento de la funcion: y = f(x), dy = f'(x) dx, donde dx y dy son cantidades
finitas.

Actualmente, en los textos de Mecanica (utilizados en las escuelas de ingenieria) se introduce la
velocidad como un limite, aunque luego se opera con ella como si tratara de un cociente de
diferenciales. Un caso interesante, a este respecto, es el que se observa en los textos de Meriam.
En la primera edicién, de 1952, se indica:

La velocidad instantanea v en cualquier posicion sobre su trayectoria es la razén instantanea

temporal de cambio del desplazamiento o v = % [...] La aceleracion instantanea a de un punto en

cualquier posicion sobre la trayectoria es la razén temporal instantanea de cambio de la velocidad

dv d?

a=—-0 azd—tz. Eliminando dt entre [estas ecuaciones], se obtiene una relacién entre

desplazamiento, velocidad y aceleracion: v dv = a ds. Meriam (1952).

Casi medio siglo después, en la tercera edicion, se dice lo siguiente:

A medida que At se va haciendo menor y tiende a cero en el limite, la velocidad media tiende a ser

. . , . A d . .
la velocidad instantanea del punto, la cual es v = Allltm0 A—i, oseav = d—i = $ [...] A medida que At
-
se va haciendo menor y tiende a cero, la aceleracion media tiende a ser la aceleracién instantanea
. A d . d? . .. .
del punto, la cual es a = lim —, o sea a===v0a=— =5[...] Eliminando el tiempo
At—0 At dt dt

dt entre estas ecuaciones, resulta una ecuacion diferencial que relaciona el desplazamiento,
velocidad y aceleracion: v dv = a ds o bien s ds = § ds. Meriam y Kraige (1998).

En el texto original se hace una llamada a pie de pagina en donde se indica que «Las cantidades
diferenciales se pueden multiplicar y dividir de la misma forma que las cantidades algebraicas».
Asi pues, los autores utilizan la derivada como un limite, pero, inmediatamente después, como
un cociente.

4. EIl Calculo integral

En los textos de Calculo, el proceso de integracion para obtener una expresion, para una cierta
cantidad variable, tiene lugar a partir de sumas de Riemann. El valor de la cantidad buscado se
aproxima por medio de una suma cuyos términos se expresan en funcion de una variable, y el
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valor buscado se obtiene mediante “cl paso al limite”, cuando cada uno de los términos tiende a
cero y el nimero de términos tiende a infinito.

Por ejemplo, cuando se trata de calcular la masa de una placa plana, esta se aproxima como la
suma de las masas de pedazos de &rea AA de la placa, considerando como densidad de cada pieza,
la que se mide, por ejemplo, en el centro de la pieza. Es decir m = &(x, y)AA, siendo AA un
rectangulo de lados Ax y Ay, de manera que AA = AxAy, y 6(x,y) es la densidad en el punto
(x,y), que puede ser el centro del rectdngulo. Luego se hacen tender Ax y Ay a cero y se obtiene
una integral doble.

En los textos de ciencias de la ingenieria, en cambio, en pocas ocasiones se procede de esta forma,
mas bien se hace a la manera leibniziana, eligiendo una parte infinitamente pequefia de la cantidad
buscada (elemento o diferencial) y se suman (integran) luego esos elementos.

Tomemaos, por ejemplo, el texto de Estatica de Hibbeler, publicado hace menos de una década, y
veamos cdmo se procede para determinar las coordenadas del centro de gravedad de un sélido,
para lo cual se tiene como antecedente la determinacion de la resultante (suma) de un sistema de
fuerzas distribuidas, asi como de su punto de aplicacion. Para la magnitud de la resultante y con
referencia a la figura 2 se indica:

11 ] ! - l’l.“

Figura 2

A partir de la ecuacion Fr = ) F , la magnitud de Fx es equivalente a la suma de todas las fuerzas
en el sistema. En este caso, debemos usar integracion puesto que hay un namero infinito de fuerzas
paralelas dF que actian sobre la viga, figura 2b. Como dF actla sobre un elemento de longitud dx,
y w(x) es una fuerza por unidad de longitud, entonces dF = w(x)dx = dA. En otras palabras, la
magnitud de dF se determina a partir del area diferencial sombreada dA bajo la curva de carga.
Para toda la longitud L:

F.=Jw(x)dx=[dA=A
L A
Por consiguiente, la magnitud de la fuerza resultante es igual al area total A bajo el diagrama de

carga, figura 2c. Hibbeler (2010).

Observemos que, en todo momento se utiliza una terminologia infinitesimalista: nimero infinito
de fuerzas, elemento de longitud dx, integrar es sumar una infinidad de cantidades infinitamente
pequefas, area diferencial dA. El autor no considera necesario o apropiado recurrir al limite.
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Para ubicar el punto de aplicacion de la fuerza resultante se indica:

Aplicando la ecuacion Mg = Y. M, la ubicacion ¥ de la linea de accion de Fg puede determinarse
igualando los momentos de la fuerza resultante y de la distribucion de fuerzas con respecto al punto
O (el eje y). Como dF produce un momento de x dF = x w(x) dx con respecto a O, figura 2b,
entonces, para toda la longitud

X Fy =—[ xw(x)dx
L

Al despejar X¥ obtenemos

[ xw(x)dx

7: L
[ w(x)dx

Esta coordenada x, ubica el centro geométrico o centroide del area bajo el diagrama de carga
distribuida. En otras palabras, la fuerza resultante tiene una linea de accion que pasa por el
centroide C (centro geométrico) del area bajo el diagrama de carga, figura 2c.

(a) (b)

{c)

Figura 3
Con este antecedente, para ubicar el centro de gravedad de un cuerpo, Hibbeler indica:

Un cuerpo esta compuesto de un nimero infinito de particulas de tamafio diferencial, y por tal razén
si el cuerpo se ubica dentro de un campo gravitatorio, entonces cada una de estas particulas tendra
un peso dW, figura 3a. Estos pesos formaran un sistema de fuerzas aproximadamente paralelas, y
la fuerza resultante de este sistema es el peso total del cuerpo, la cual pasa a través de un solo punto
Ilamado el centro de gravedad, G, figura 3b. [...] Con los métodos delineados anteriormente, el
peso de un cuerpo es la suma de los pesos de todas sus particulas, es decir W = [ dW.

La ubicacion del centro de gravedad, medida desde el eje y, se determina al igualar el momento de
W con respecto al eje y, figura 3b, con la suma de los momentos de los pesos de las particulas con
respecto a ese mismo eje. Si dW se ubica en el punto (%, ¥, Z), figura 3a, entonces W = [ % dW.
De la misma manera, si se suman los momentos con respecto al eje x, yW = [ § dW. Por ltimo,
imagine que el cuerpo esté fijo dentro del sistema de coordenadas y este sistema se gira 90° con
respecto al eje y, figura 3c. Entonces la suma de los momentos con respecto al eje y es zZW =
[ Zdw. Por lo tanto, la ubicacion del centro de gravedad G con respecto a los ejes x, y y z se
convierte en

_ X dw _ y dwW _ zaw
=1 y= Iy 7=/
[ aw [ aw [ aw
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Luego llega a las expresiones correspondientes al centro de masa al considerar, de acuerdo con
la segunda ley de Newton, el peso del cuerpo (fuerza) como el producto de la masa por la
aceleracion gravitatoria (supuesta constante):

A fin de estudiar la respuesta dindmica o el movimiento acelerado de un cuerpo, resulta importante
localizar el centro de masa del cuerpo C,,,, figura 9-2. Esta ubicacién puede determinarse al sustituir

dW = g dm en las ecuaciones anteriores. Como g es constante, se cancela y entonces
[Zdm _  [ydm Z__dem
[ dm T [dm T [ dm

X =

Finalmente, llega a las expresiones para las coordenadas del centroide o centro geométrico del
solido, al considerar homogéneo el material componente del cuerpo:
Si el cuerpo esta hecho de un material homogéneo, entonces su densidad p serd constante. Por lo
tanto, un elemento diferencial de volumen dV tiene una masa dm = p dV. Al sustituir esto en las

ecuaciones anteriores y al cancelar p, obtenemos férmulas que localizan el centroide C o centro
geométrico del cuerpo; a saber

[xdV [ydv [zdv
v e J=VY v
[dv [dv [dv

\ \ \

X=

Observemos aqui que, en las expresiones anteriores, el simbolo de integral indicaba la suma de
elementos (partes infinitamente pequefias) de alguna cantidad, el peso es la suma de elementos
de peso W = [ dW o la masa es la suma de los elementos de masam = [ dm. En estas Ultimas
ecuaciones se afiade IV como un subindice en cada uno de los simbolos de integral, lo cual nos
indica que los dV son elementos que deben tomarse de V. Lo mismo encontramos en la ecuacion
Fr = [, w(x)dx = [, dA = A, obtenida anteriormente, los dx son elementos de L y los dA son

elementos de A.

Asi pues, como lo observan Arcos y Sepulveda (2011), el reconocimiento de las diferenciales
como cantidades infinitamente pequefias permite dar un significado geométrico a las simbologias
utilizadas para cada uno de los distintos tipos de integral: dx es un elemento de un segmento
rectilineo (integral simple), dA es un elemento de una parte del plano, dV es un elemento de una
regién sélida, etcétera.

Asi, procediendo de manera similar, Hibbeler obtiene las coordenadas del centroide de una region
plana:

Si un area se encuentra en el plano x — y y esta delimitada por la curvay = f(x) [...] su centroide
pertenecera a este plano y podra determinarse a partir de integrales

[%dA [yan

X: _=
[dA 77 [dA
A

A
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Finalmente, para el caso del centroide de una barra o alambre curvilineo (linea), Hibbeler
indica:

Si un segmento de linea (o barra) pertenece al plano x — y y puede describirse mediante una curva
delgada y = f(x), figura 4, entonces su centroide esta determinado por

fRdL fydL
7: _:
CAT
L L

Figura 4

Indicando, enseguida, como obtener algunas expresiones para el elemento de arco dL:

Aqui, la longitud del elemento diferencial esta dada por el teorema de Pitdgoras, dL

2 2
(dx)? + (dy)?, que también se puede escribir en la forma dL = \/(z—i) dx? + (%) dx?

1+ (%)2 dx o bien dL = \/(3—;)2 dy® + (%)2 dy? = \/(Z—f,)z +1dy.

5. Conclusién

Por lo que puede observarse en los textos utilizados en los cursos correspondientes, la manera en
la que los conceptos béasicos del Célculo se utilizan para abordar y resolver problemas propios de
las ciencias de la ingenieria es claramente mas cercana a las versiones originales del Calculo, en
las que ideas como las relacionadas con lo infinitamente pequefio resultan indispensables, que a
la version derivada de los trabajos de Cauchy, basada en el concepto de limite, que es la que
generalmente se ofrece en las escuelas de ingenieria.

Por otra parte, se puede decir que, en la segunda mitad del siglo pasado, la matematica escolar,
en las escuelas de ingenieria, sobre todo los cursos de Calculo ponian el énfasis en el rigor l6gico.
Sin embargo, ante la evidencia de las dificultades que el entendimiento de los conceptos del
Caélculo disminuia notablemente con una presentacion basada en el rigor, el énfasis se movio
hacia aspectos de caracter operativo y algoritmico.

Este cambio no propicié un mejor entendimiento y uso de los conceptos matematicos, a la hora
de ponerlos en juego para abordar y resolver problemas propios de las ciencias de la ingenieria 'y
para la modelacion matematica de problemas fisicos, tareas indispensables para una buena
formacion escolar de los ingenieros.

El Célculo y su Ensefianza Volumen 12. Enero - Junio 2019.
Cinvestav-IPN © Ciudad de México. ISSN 2007-4107. P.p. 46 - 59. https://recacym.org/index.php/recacym



https://recacym.org/index.php/recacym

UNA PRESENTACION DE LOS CONCEPTOS DEL CALCULO, EN ESCUELAS DE INGENIERIA, NO
CENTRADA EN LA DEFINICION DE LIMITE

Considerando esto y lo expuesto en este trabajo cabe reflexionar sobre la elaboracion de
propuestas didacticas para la presentacion de los conceptos del Calculo, de manera que se perciba
una continuidad al momento de utilizar esos conceptos en contextos propios de las ciencias de la
ingenieria. Una de tales propuestas seria una en la que lo infinitesimal tenga cabida.

Si ademas se aprovechan los recursos tecnoldgicos disponibles en la actualidad, se puede hacer
una presentacion en la que los aspectos operativo y algoritmico disminuyan su importancia, de
manera que los propositos de los cursos de Célculo sean los de habilitar a los estudiantes en esas
dos competencias matematicas clave: la solucién de problemas y la modelacién matematica.
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