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Resumen. Se plantea una propuesta basada en una
secuencia instruccional de actividades, articuladas con
objetos dinamicos en dos y tres dimensiones creados con
el software GeoGebra, para el aprendizaje de la nocion
de pendiente de una recta en el espacio, como
prerrequisito para la conceptualizacion de la derivada
direccional. El disefio de las actividades se centra en
presentar dinamica y explicitamente los elementos
conceptuales inmersos en esta nocion, como vector
posicion, direccion y las variaciones horizontales y
verticales en el plano y en el espacio. Se prueba en un
grupo de 10 estudiantes de ingenieria que recién se
inician en el estudio del calculo multivariante. En vista
del contenido tecnoldgico utilizado, se escogié como
marco de referencia para el andlisis de los resultados, el
Enfoque Instrumental. Los resultados muestran que
presentar explicita y de manera gréafica este concepto,
junto a elementos dinamicos que permitan explorarlo
desde diferentes perspectivas, favorece el entendimiento
y conceptualizacion de la derivada en el espacio.

Palabras clave: Vector posicién y direccidn,
variaciones en el espacio, pendiente en el espacio,
derivada direccional, enfoque instrumental.

Abstract. A proposal was planned based on an
instructional sequence of activities, articulated with two-
and three-dimensional dynamic objects created using the
GeoGebra software, for the learning of the notion of a
slope on a straight line in space, as a pre-requirement for
the understanding of the concept of directional
derivative. The design of the activities is centered on
presenting in a dynamically and explicitly the
conceptual elements immersed in this notion, like vector
position, direction, and horizontal and vertical variations
on the plane and on space. A group consisting of 10
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students who recently began their studies of multivariate
calculus is tested. Taking in consideration the
technological concept used, the Instrumental Approach
was chosen as framework for the results analysis. The
results show that presenting in an explicit and graphic
way this concept, along with dynamic elements that
enable exploring it from different perspectives,
encourages the understanding and conceptualization of
the derivative on space.

Keywords: Vector position and direction, variations on
space, slope on space, directional derivative,
instrumental approach.

1. Introduccién

La derivada direccional es un concepto de vital importancia en las carreras de ingenieria a nivel
universitario. Esta nocién que involucra y se deriva de la pendiente de una recta en el espacio,
provee de herramientas conceptuales al estudiante que debe utilizar en problemas, situaciones o
construcciones de nuevos conocimientos que se le presentan durante el transcurso de su carrera
universitaria. A pesar de esto, y a diferencia del céalculo diferencial en una variable donde
existen gran cantidad de literatura en torno a propuestas de ensefianza y de aprendizaje, de la
derivada (Depool, 2005; Sanchez, Garcia, y Linares, 2008; Barragués, Morais, Juncal, y
Guisasola, 2013) son pocas las publicaciones en educacion matematica que se han ocupado
especificamente de la comprension de este concepto.

En este sentido, la ensefianza y el aprendizaje de la derivada direccional para funciones de dos
variables, difiere en muchos aspectos de la derivada para funciones de una variable, esto se
puede ver reflejado en los libros de textos que con mayor frecuencia utilizan los maestros y
alumnos como guia en el aula de clase. Por ejemplo, para el célculo de funciones de una
variable, antes de introducir la nocién de la derivada, se presentan de manera explicita
elementos asociados al concepto de pendiente de una recta, incluyendo registros graficos,
algebraicos y numéricos, que posteriormente se utilizan para su conceptualizacion. A diferencia
de esto, para funciones de dos variables no se incluye este contenido tematico, la primera
discusion del concepto de pendiente en el espacio, se presenta con la introduccion de las
derivadas parciales. Dicho de otra manera, no se tiene en cuenta la nocion de pendiente de una
recta para conceptualizar la definicion de la derivada direccional como el limite de incrementos
para una funcién de una variable, y mucho menos la nocién de pendiente de una recta sobre un
plano no vertical, para conceptualizar el teorema que relaciona el operador gradiente y un
vector unitario con la derivada direccional. No es claro el porqué de esta decision; no obstante,
la naturaleza de la presentacion de este concepto en los libros de texto, sugiere que los autores
consideran que los estudiantes pueden extender de manera natural el concepto de pendiente de
dos a tres dimensiones y, en consecuencia, no es necesario presentarlo explicitamente (McGee
y Moore, 2015), algo que en la realidad no ocurre.
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Quizéas por lo anterior, usualmente el énfasis en su ensefianza se centra en el desarrollo de
procedimientos algebraicos, sin que se llegue a evidenciar la dindmica del cambio que
involucra el pensamiento variacional del concepto pendiente en el espacio. En este sentido
Martinez-Planell et al. (2015) establecen que, “La idea de la derivada direccional es dificil para
la mayoria de los estudiantes y necesitan ayuda para entender incluso las nociones mas
clementales...carecen de una comprension geomeétrica de los componentes fundamentales
implicados en la definicion de una derivada direccional. (p. 361)”, de igual modo, McGee et al.
(2015), hacen énfasis en esta misma problemética e indican que, cuando no se presentan
registros semioticos asociados al concepto de pendiente antes de introducir la derivada en el
espacio, se presentan dificultades en su entendimiento. Por ello sugieren que, “Si la pendiente
en 3D no se presenta explicitamente, los estudiantes luchan con las conversiones asociadas con
la pendiente en 3D; por ello, tienen un éxito muy limitado con los tratamientos y conversiones
asociadas a la derivada en el espacio. (p.25)”.

En resumen, podemos establecer que la problemética de ensefianza y de aprendizaje de la
derivada direccional para funciones de dos variables, recae en gran parte en la comprensién
geomeétrica de la nocion de pendiente de una recta en el espacio. Por ello, creemos que antes de
introducir la nocion de la derivada direccional, se debe ayudar a los estudiantes a construir
geométricamente una concepcién solida de la nocion de pendiente de una recta en dos
dimensiones (sobre el plano bidimensional xy) a partir de los procesos variacionales (cambios
verticales y horizontales); y luego, trasladar estas mismas ideas a una recta y a un plano en el
espacio, que posibilite posteriormente un descubrimiento y conceptualizacion gradual de la
derivada direccional.

Dicho esto, nuestra propuesta se basé en una serie de actividades de aprendizaje, articulada con
objetos dindmicos en dos y tres dimensiones creados con el software GeoGebra, que tenian
como objetivo ayudar a los estudiantes a construir una concepcién geométrica solida de la
nocion de pendiente de una recta en el espacio, que sirviera de puente para la conceptualizacion
de la derivada direccional como el teorema que la relaciona con el operador gradiente. Asi, en
este articulo exponemos algunos resultados de esta propuesta, detallaremos dos de las
actividades de la secuencia instruccional, la trayectoria de aprendizaje de los estudiantes, y la
manera como solventan las dificultades de comprensién de la nocién de pendiente en el espacio
en interaccion con los elementos graficos, geométricos y textuales de cada uno de los objetos.

Por otro lado, en vista del componente tecnoldgico utilizado, para el analisis de los datos
derivados de la aplicacién metodoldgica, resultdé necesario contar con un enfoque teérico que
tuviera en cuenta el caracter no trivial del uso de la tecnologia como instrumento de
aprendizaje. Por esta razén, seleccionamos como marco de teorico de referencia, para el analisis
de la informacion recolectada, el Enfoque Instrumental (este enfoque se analizard en la
siguiente seccion).

2. El enfoque instrumental

El énfasis del enfoque instrumental recae en la actividad humana que, en su intento de
proporcionar una matematica funcional y mas asequible, incorpora un artefacto tecnologico
digital para la resolucion de una tarea. Este artefacto no es siempre un objeto material en su
conjunto, por ejemplo, un modulo de célculo simbdlico de un software puede verse como un
artefacto, e inclusive una representacion dinamica o estatica realizada con el mismo software.
Sin embargo, un artefacto en desuso no es mas que una herramienta desprovista de significado,
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es la persona o el sujeto quien a través de la interaccion con este o en ocasiones con la ayuda de
alguien, debe vislumbrar la intencionalidad para el cual fue construido, percibir su proposito y
finalidad.

Es precisamente a través del uso del artefacto, cuando la persona desarrolla medios que le
permiten descubrir la manera en que éste potencia sus capacidades para el tipo de tarea o
actividad para el cual fue disefiado. Este proceso de interaccion requiere que la persona
desarrolle esquemas mentales en el sentido de Vergnaud?, que involucran habilidades en el uso
del artefacto y conocimiento del contexto (en nuestro caso matematico) en las que el artefacto
es Util. Es precisamente aqui, donde el artefacto que, en nuestro caso son objetos dindmicos, se
convierte en un instrumento que media la actividad para el cual fue disefiado.

En este sentido, Rabardel (2002) introduce la nocién de esquema de utilizacién, que describe
como un esquema que organiza la actividad con un artefacto asociado con la realizacion de una
tarea dada. Distingue entre dos tipos de esquemas de utilizacion: esquemas de uso, que estan
orientados al manejo técnico sobre el artefacto, se enfocan en tareas secundarias
correspondiente a acciones especificas relacionadas directamente con su uso (por ejemplo:
activacion de una calculadora, ajuste del contraste de pantalla, ajustes de zoom, ajustes graficos,
etc.) y esquemas de accién instrumentados, que consisten en las estrategias que derivan de la
accion global sobre el artefacto; se pueden considerar como un conjunto de esquemas de uso
que conducen a la realizacion de una tarea especifica sobre el objeto en actividad, por ejemplo:
calculo de pendientes, del limite de una funcion, una derivada, interpretacion geométrica de un
concepto, etc.. Estos esquemas no son visibles, pero puede hacerse una reconstruccion a partir
de las evidencias elaboradas por el sujeto al momento de realizar la tarea. Estas evidencias
Ilamadas técnicas de accion instrumentadas, es la parte observable de un esquema de accién
instrumentado, y estan conformados por un conjunto justificado de elementos matematicos; en
nuestro caso, evidencias en papel y lapiz, dialogos entre estudiantes, diadlogos entre estudiantes
y profesor, discusiones grupales, y otros, derivados de la interaccion con los objetos.

Como hemos tratado de mostrar, el proceso de convertir un artefacto (objetos dinamicos) en un
instrumento en manos de un sujeto es un proceso que esta lejos de ser trivial, requiere tiempo y
esfuerzo por parte de estudiantes y docentes, que implica un descubrimiento progresivo de las
propiedades y caracteristicas del artefacto. Drijvers y Trouche (2008) llaman a este proceso la
génesis instrumental, e indican que es un proceso de apropiacion, que permite que el artefacto
medie la actividad matematica. Por otra parte, la elaboracion de un instrumento por parte de un
sujeto es un proceso que implica dos sentidos. Por un lado, estd el proceso de
instrumentalizacidon, que esta ligado al desarrollo de esquemas de uso orientados a la gestion
técnica sobre el artefacto, se enfocan en tareas secundarias correspondientes a acciones
especificas sobre el objeto. Este proceso puede estudiarse tanto desde el punto de vista de la
estructura del artefacto, como del plano de su funcionamiento. En nuestro estudio, la
instrumentalizacién se limita a esta Gltima, en el sentido que el disefio de cada uno de los
objetos estd delimitado de manera tal, que los estudiantes no pueden modificar su disefio, mas
que con el ingreso de puntos, funciones, arrastre de elementos geométricos, zoom sobre vistas
gréficas, y otros.

Vergnaud define un esquema como "una organizacion invariante de la conducta para una clase dada de situaciones."
(Vergnaud, 2009, p. 88).
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Por otro lado, esta el proceso de instrumentacion, que esta ligado al desarrollo de esquemas de
accion instrumentadas. Es aqui, donde las limitaciones y potencialidades técnicas y visuales del
artefacto, conforman las formas de uso y comprension conceptual que el sujeto puede adquirir a
partir de la interaccidn con este. En este proceso el artefacto forma el pensamiento del usuario,
e implica la organizacion de estrategias para la resolucion de un problema. Para Trouche (2004)
es precisamente en este proceso en el cual el artefacto imprime su marca en el sujeto, es decir,
le permite desarrollar una actividad dentro de ciertos limites.

3. Pendiente de una recta en el espacio, nocion fundamental para la conceptualizacién de
la Derivada Direccional.

La ensefianza y el aprendizaje de la derivada direccional, es una tarea que se considera bastante
dificil. Su comprension demanda la articulacion de distintos conceptos en dos y tres
dimensiones, que requieren la presentacion de distintos registros e interpretaciones geométricas,
que involucran relacionar cambios o incrementos variacionales en el espacio, que estan ligadas
a la nocion de pendiente de una recta en el espacio.

De hecho, para conceptualizar la definicion de la derivada direccional como el limite de una
funcion de una variable®, se debe tener claro la nocion de traza, vector posicion y direccion
sobre el plano bidimensional xy, y el de pendiente de una recta secante en el espacio, lo que
implica tener una imagen geométrica clara de los procesos variacionales en el espacio. A partir
de ello, se debe efectuar un procedimiento de acercamientos analogo al realizado para
funciones en una variable (ver Figura 1), para aproximar la pendiente de la recta tangente a la
grafica de una funcién z = f(x,y) en un punto dado P de su dominio, en direccion de un vector
unitario u, a través de la pendiente de la recta secante.

+—4—

Figura 1: Aproximacion a la pendiente de la recta tangente a una funcion z = f(x, y).

En otros términos, la definicién de la derivada direccional como un limite de una funciéon de
una variable, se puede ver como una extension natural de la derivada para funciones de una

3Duf(x,y) = lim [Gevteos 9'y+:en 921&Y) donde u = cos 8i + sen 6j.
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variable; puesto que las rectas secantes y tangentes son rectas contenidas en el espacio
bidimensional Iz, donde [ corresponde al eje dado por la interseccion del plano vertical con el
plano xy, como se observa en la Figura 1. Lo que no es claro, y que no se presenta en los libros
de texto, es la construccion geométrica del teorema que relaciona el gradiente con la derivada
direccional. De hecho, para conceptualizar y comprender este teorema como la pendiente de
una recta tangente en un punto dado P(x,y), a la grafica de una funcion z = f(x,y) como:
D,f(x,y) = Vf(x,y)-u, donde Vf(x,y)=(f,(x,¥),fy,(x,y)), siendo f. y f, las derivadas
parciales, y u un vector direccién unitario; implica tener claro fundamentalmente el significado
geométrico de la pendiente de una recta en el espacio, que permita asociarlo con otros como,
funciones de dos variables, pendiente de un plano no vertical en el espacio, plano y recta
tangente, entre otros. Mas aun, para conceptualizar este teorema, hay que reconocer e
interpretar grafica y geométricamente cada una de estas nociones. Por ejemplo, se debe
identificar que un plano tangente sobre la grafica de una funcion f(x,y) diferenciable en un
punto P de su dominio, contiene infinitas rectas tangentes a f en P, ademas, reconocer el vector
direccion v = (Ax, Ay) en el cual se desea determinar la pendiente de la recta tangente a la
grafica de la funcion, asi mismo, identificar las variaciones horizontales A, y A, y verticales
Az, y Az, sobre un plano tangente en direccion de los ejes coordenados x e y respectivamente,
y con base en ello, establecer las pendientes de las rectas tangentes contenidas en el plano
tangente en estas mismas direcciones, como el cociente que relaciona la variacion vertical y la

. A A . .
horizontal, esto es, m, = Ai; ym, = Aiyy respectivamente, como se muestra en la Figura 2.

Figura 2: Elementos geométricos presentes en el teorema de la derivada direccional.
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Posterior a ello, inferir la expresion que representa la pendiente de la recta tangente a la grafica
de la funcion f en P en direccion de un vector v = (Ax, Ay), como un cociente que relaciona la
variacion vertical total Az con la variacion horizontal®, (longitud o norma del vector direccion),

. A . . .
es decir, como m = ﬁ identificando que esta pendiente puede expresarse como:

my,Ax + m,Ay _ fibx + f, Ay

m =
axby) JAx? + Ay? VAx? + Ay?

Expresion que representa la derivada direccional, y que al considerar un vector unitario u en la
misma direccion del vector v, se reduce al teorema que se presenta en los libros de texto
D,f(x,y) = Vf(x,y)-u, Yy que en forma general no se hace explicita.

= Dyf(x,y)

Como se ha querido dar a entender, conceptualizar la derivada direccional para funciones de
dos variables, demanda imperiosamente comprender geométricamente la nocién de pendiente
de una recta en el espacio y particularmente de una recta contenida en un plano, lo que implica
construir una imagen clara de la nocion de vector posicién y direccion, y evidentemente de los
procesos Vvariacionales en el espacio, es decir los cambios o variaciones verticales y
horizontales en direccion de los ejes coordenados x e y, y en otras direcciones. Por esta razén,
nuestro estudio se basé principalmente en ayudar a los estudiantes a construir una concepcion
geométrica solida de la nocién de pendiente de una recta en el espacio, que les permitiera
conceptualizar de una manera ldgica la derivada direccional para funciones de dos variables, en
particular del teorema que lo relaciona con el operador gradiente. Seguidamente se expondré el
método utilizado para dicha tarea y, posteriormente los resultados y conclusiones derivados de
la aplicacion metodoldgica.

4. El método

En este estudio planteamos una secuencia instruccional de actividades que integraba objetos
dindmicos creados con el software GeoGebra en dos y tres dimensiones, dirigidas y
estructuradas en torno a la compresion geométrica de la pendiente de una recta en el espacio,
como prerrequisito para la conceptualizacion derivada direccional. Esta secuencia consistio en
6 actividades que se entrelazaban entre si en todo momento, estas fueron: pendiente de una
recta en dos dimensiones, vector posicion y longitud de un vector sobre el plano bidimensional
xy, pendiente de una recta en el espacio, pendiente de una recta sobre un plano no vertical,
plano tangente y conceptualizacion de la derivada direccional como D, f(x,y) = Vf(x,y) - u.

Las actividades integraban por lo menos una pregunta a hacer resuelta en interaccion con los
objetos. El disefio de estos, se enmarco en tres diferentes tipos de acuerdo con la tematica que
se deseaba abordar y el aprendizaje que se deseaba adquirir. Se disefiaron objetos para operar y
comparar, objetos para afianzar conceptos, y objetos para validar definiciones o teoremas.
Todos y cada uno de ellos, incorporaban vistas en dos y tres dimensiones que presentaban
componentes dinamicos graficos, numéricos y textuales, para el uso de los estudiantes en la
exploracion de los conceptos, por ejemplo: movimientos o arrastres, de puntos, de rectas, de
vectores, planos, segmentos, realizar zoom sobre los objetos, casillas para ingresar funciones,
respuestas a las actividades, cuadros que incluian informacion textual, geométrica, numérica y
algebraica, que se actualizaban de manera automatica al manipular los distintos elementos del
objeto, entre otros.

4 A diferencia del caso de una variable, la variacion horizontal en el espacio no produce un nimero, produce un vector.
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Por otro lado, la experiencia se propuso a un grupo de 31 estudiantes de cuarto semestre de
ingenieria, que recién se iniciaban en la asignatura de célculo en varias variables, de los cuales
10 de ellos en forma voluntaria aceptaron participar de la investigacion. En principio se les
aplico una entrevista de conocimientos previos, referente a la nocién de pendiente de una recta
en el espacio. Los resultados de esta entrevista coincidieron con los presentados por los autores
citados en la introduccion de este articulo, que en forma general apuntan a las dificultades que
presentan los estudiantes en extender la nocion de pendiente de dos a tres dimensiones, lo que
dificulta el entendimiento conceptual de la derivada direccional.

En este articulo nos centraremos en dos de las actividades que consideramos esquematizan la
secuencia de actividades, y forman los conceptos base para la conceptualizacion de la derivada
direccional, en particular del teorema que la relaciona con el operador gradiente. Estas son,
pendiente de una recta en el espacio y, pendiente de una recta sobre un plano no vertical. Junto
a cada una de estas, se expondran algunos de los resultados obtenidos y un andlisis situado en
nuestro marco teorico de referencia, el enfoque instrumental.

5. Resultados y analisis

A continuacion, narraremos algunos resultados derivados de la aplicacion de las dos actividades
mencionadas anteriormente. Vale la pena mencionar que estas actividades fueron
videograbadas utilizando un software que permitia capturar todo lo que aparecia en la pantalla
del ordenador en forma de video, y el audio de la, 0 las personas que se encontraban frente a
éste.

5.1 Pendiente de una recta en el espacio

Esta préactica se dividio en dos secciones, la primera hacia referencia a la direccion de una recta
en el espacio, y la segunda al valor de su pendiente. En esta Gltima se presentaron dos
preguntas, la primera de ellas concerniente al signo de la pendiente de la recta y la segunda a su
valor numérico. Seguidamente se narran algunos episodios de lo acontecido en esta actividad.

Iniciada la actividad, el docente propone considerar una nueva recta que pasa por los puntos
A=(112)y B = (54,2), los estudiantes ingresan estos puntos en el objeto y mencionan: “El
vector direccion sobre xy (plano bidimensional xy) seria, cinco menos uno cuatro, y cuatro
menos uno, seria tres, v =(5— 1,4 — 1) = (4,3),.., ahora miremos el signo de la recta,.., la
pendiente es positiva”, responde su compaiiera de trabajo “no, no es positiva,..., jno es cero?”,
En este instante comienza a manipular la vista grafica y menciona “Si t la miras aca, en z estan
a la misma altura, estd en dos” la compafiera se percata de esta situacion y le responde: “Tienes
razon, es cero, por tanto su pendiente también es cero”. Esto nos indicd que el elemento visual
del objeto indujo la respuesta de los estudiantes, la posibilidad de ver desde diferentes
perspectivas los elementos geométricos, los ayudo a percatarse que los puntos por donde pasaba
la recta tenian la misma altura, esto les facilitd ajustar la percepcion del signo de la pendiente
de la recta. Dicho de otra manera, desarrollaron un esquema de accion instrumentada
(identificar el signo de la pendiente de la recta) a partir de un esquema de uso (manipular la
vista 3D) ver Figura 3.
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Figura 3. Solucion a la actividad recta con pendiente cero.

Sigue la actividad, pero en esta ocasion los estudiantes ingresan los puntos los puntos A =
(1,0,1) y B =(54,3), luego una estudiante menciona: “Entonces la direccion seria cabeza
menos cola cuatro menos cero y, cinco menos uno, Gsea cuatro coma cuatro (v = (4,4))”
respuesta que resulta correcta, “Ahora la pregunta dos,..., la recta es positiva, mira que este es
el punto A y este el punto B, esta creciendo”. En este episodio, la estudiante sefialando en la
pantalla, muestra a su compafiera la direccién de recta (vector direccion sobre el plano xy), esto
nos indicé que la imagen presentada en el objeto facilitdé la interpretacion del signo de la
pendiente de la recta, lo que refleja un esquema de accion instrumenta.

Continua el dialogo, mencionando: “Entonces la pendiente seria,..., la variacion de z que seria
tres menos uno, sobre la raiz de la variacion de x al cuadrado mas la variacion de y al
cuadrado,..., cinco menos uno al cuadrado, mas cuatro menos cero al cuadrado,..., entonces
eso es igual a dos, sobre la raiz de dieciséis, méas dieciséis,.., 6sea dos sobre la raiz de treinta y
dos”, ingresan la respuesta en la casilla de entrada, siendo esta correcta ver Figura 4. Lo
ocurrido en este episodio, confirmé la interiorizacion y movilizacion de los procesos
variacionales del plano al espacio, en particular quedd claro que los estudiantes identificaron
que la variacion horizontal estaba dada por la magnitud del vector direccion representado sobre
el plano xy, y ademas, que la variacion vertical se determinaba realizando la diferencia entre las
coordenadas z, de los puntos A y B, de acuerdo a la direccion del vector.
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Figura 4. Solucion a la actividad pendiente de una recta.

En forma general, las acciones realizadas por los estudiantes en esta actividad evidenciaron
distintos esquemas de uso y de accidn instrumentada que ayudaron a los estudiantes a dar un
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significado geométrico de la nocidn de pendiente de una recta en el espacio. En particular se
identificaron esquemas de uso relacionados con el manejo de graficos al manipular la vista 3D,
al activar o desactivar casillas de control para exponer u ocultar objetos, al ingresar puntos en el
espacio, y otras actividades de uso intencionadas, que llevaron a los estudiantes a
instrumentalizar el objeto, es decir, adaptarse a su funcionalidad.

Por otro lado, el conjunto de todas estas acciones llevo a los estudiantes a comparar y estudiar
la manera de determinar la pendiente de una recta de dos y tres dimensiones. Esto se aprecio
principalmente en las explicaciones (esquemas de accion instrumentadas) dadas por los
estudiantes; por ejemplo, que la variacion horizontal estaba dada por la magnitud del vector
direccion, que la asociaron con el teorema de Pitagoras (actividad 2, vector posicién y longitud
de un vector), y asi mismo, cuando describieron la manera de determinar la variacion vertical,
como la diferencia entre las coordenadas z de los puntos A y B.

El anterior analisis refleja que los estudiantes utilizaron el objeto dinamico de manera idonea
para la resolucién de las actividades. En otras palabras, se evidenciéo el proceso de
instrumentalizacion en torno a los esquemas de uso que desarrollaron los estudiantes respecto a
la manera adecuada de utilizacion de los elementos que constituian el objeto. Por otro lado, la
consecucion exitosa de las actividades demando en los estudiantes crear estrategias de caracter
geomeétrico, algoritmicas y explicativas en cada uno de los pasos utilizados durante la solucién
de las actividades. Es decir, se evidencio el proceso de instrumentacion a través del desarrollo
de esquemas de accion instrumentados como los descritos en los episodios anteriormente
expuestos, que adaptaron para dar solucidn a las actividades.

5.2 Pendiente de una recta sobre un plano

Esta actividad planteaba determinar la pendiente de una recta sobre un plano no vertical en
direccion de los ejes coordenados x e y, y posteriormente en otras direcciones. Vale la pena
mencionar que la direccion de la recta contenida en el plano, estd determinada por un vector
v = (Ax, Ay), lo cual nos permite definir la pendiente del plano en esta misma direccién. De otro
lado, inicialmente se esperaba que los estudiantes reconocieran la pendiente del plano en

. . . A A . s
direccion de los ejes coordenados x e y como m,, = f ym, = Aiyy, y que estas coincidian con

la pendiente de la recta en estas mismas direcciones; y luego, que utilizaran este hecho para
conceptualizar la pendiente en cualquier otra direccion sobre el plano. Dicho esto, se pretendia
que los estudiantes identificaran que el cambio vertical total Az de la recta contenida en el plano
en direccion de un vector v = (Ax,Ay), se podia determinar en términos de la suma de los
cambios verticales sobre el plano, en las direcciones de los ejes de coordenados x e y, es decir
Az = Az, + Az,. Asi mismo, se procuraba que el estudiante estableciera la expresion que
representa la pendiente de la recta contenida en el plano, o lo que es o mismo, la pendiente del
plano en la direccion del vector v, como el cociente que relaciona la variacion vertical total Az

., . . . ./ . _E_ Azy+Azy,
con la variacion horizontal (longitud del vector direccion v) es decir, myay) = ol = Jaiay
El docente inicialmente propuso determinar la pendiente del plano en direccion del eje x,
mediante el vector v =(2,0). Los estudiantes comienzan la actividad generando un plano
utilizando el boton “Generar plano”, ingresan un punto P = (6,2,3), el vector direccion v.
Posteriormente, giran la vista grafica 3D y ocultan el plano utilizando la casilla de control
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“Plano”, quedando expuesta Unicamente la recta. Como se puede observar en la Figura 5, en el
cuadro de texto en la vista izquierda, aparecen los incrementos verticales y horizontales Az,,
Az, Ax y Ay, y ademas su respectiva representacion grafica en las vistas 2D y 3D. Con base en
estas consideraciones, los estudiantes mencionan: “Bueno, la pendiente es delta de z, sobre
delta de x, 6 sea ocho sobre dos”. De este didlogo y de lo realizado en pantalla por los
estudiantes, se observd que identificaron que la pendiente de la recta coincidia con la pendiente
del plano. Esto se evidencio cuando ocultaron el plano, dejando Unicamente la recta contenida
en este, lo que les facilitd asociar dichas pendientes. Ademds, se pudo establecer que se
apoyaron en la vista grafica 2D para asociar la direccion y longitud del vector con el
incremento horizontal Ax. Estas acciones evidenciaron esquemas de uso que realizaron los
estudiantes sobre el objeto; por ejemplo, utilizar el botdn para generar planos, ingresar vectores,
ocultar los incrementos, el plano y otros. Como también, esquemas de accion instrumentados
que llevaron a la resolucion de la actividad.

- /

-
7

_ _ OO 6 2 e
Figura 5. Pendniente del plano en direccion de los ejes x e y.

Luego, el docente propuso determinar la pendiente en direccién del eje y, mediante el vector
v = (0,3), los estudiantes ingresan dicho vector, giran la vista grafica 3D, esta queda apuntando

al eje y, vy resuelven la actividad sin ningin problema determinando dicha pendiente como

m= 43—5 = 1.5, (ver Figura 5).

El siguiente problema, planteaba determinar la pendiente en una direccion diferente al eje x e y,
en particular en direccion del vector v = (2,3), los estudiantes ingresaron dicho vector, giraron
nuevamente la vista grafica 3D, y mencionaron: “Seria delta de z,..., cuatro punto cinco, sobre
raiz de delta de x, que seria dos,..., esto al cuadrado, mas delta de y que es 3, esto al cuadrado,
entonces quedaria,...,nueve veintiseisavos por raiz de trece, (racionalizan la expresion e

ingresan m = %\/13)”, respuesta que resultd incorrecta. En este Gltimo episodio se observo que

los estudiantes tomaron como incremento vertical, el valor dado por Az, que correspondia a la
variacion vertical en direccion del eje y, que fue la utilizada en el anterior ejercicio, y no
tomaron en consideracion que la pendiente del plano que estaban determinando, no era en esta
direccion. Los estudiantes al percatarse de que era incorrecta la solucion dada, discuten sobre
ello; luego, uno de los estudiantes sefialando el grafico le dice a su compaifiero: “Pero es que
seria todo esto (sefiala el incremento vertical total Az), ..., pues ya no estamos con respecto a y,
ni con respecto a x, estamos con todo esto completo (de nuevo sefiala con el mouse el
incremento vertical total Az)”. En este punto de la actividad, se observd que los estudiantes
comenzaron a utilizar los elementos presentes en el objeto para iniciar la construccién
geométrica de la expresion que representa la pendiente del plano en la direccion del vector v =
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(2,3) (esquemas de accidn instrumentado). Continua la discusion, uno de los estudiantes
mientras gira la vista 3D, establece: “Me imagino que es sumar,..., se suma este con este
(sefiala los incrementos verticales en direccion de los ejes coordenados x e y, es decir Az, y Az,
),...”, su compaifiero de trabajo le pregunta, “;sera?”, a lo que ¢l responde: “Si, pues mira que
esta distancia (sefiala con el mouse el incremento vertical total Az) es esta (Az,) M&s esta otra
(Azy),..., visualmente es lo que entiendo” (ver Figura 6).

FEEEeTaE ol e [T EN I o B« B S

Figura 6. Interpretacion geométrica del estudiante del incremento vertical total Az.

Este episodio muestra claramente, que los estudiantes identificaron que la pendiente la recta
coincidia con la pendiente del plano en direccion del vector v, y se valieron de este echo para
establecer el valor del incremento vertical total Az de la recta contenida en el plano, como la
suma de los incrementos verticales sobre el plano en direccion de los ejes coordenados x e y.
Lo anterior muestra un esquema de accion instrumentado que se originé mediante una discusién
que giro en torno a la interpretacion de los elementos presentes en el objeto; en particular de las
variaciones verticales y horizontales en direccién de los ejes coordenados x e y sobre el plano.
Posterior a ello, los estudiantes mencionan: “Entonces seria, veinticinco veintiseisavos, que

multiplica a la raiz de trece (la respuesta la ingresan racionalizada, que es equivalente a m =
12.5

ﬁ)”, respuesta que resulta correcta.
De manera general, los anteriores resultados reflejaron que los estudiantes utilizaron los
conocimientos adquiridos de la actividad de pendiente de una recta en el espacio, para dar
solucion a esta Gltima. Esta transicion evidenciada en el desarrollo y movilizacion de esquemas
de uso y de accién instrumentadas (esquemas de utilizacion), como los descritos durante el
desarrollo de la actividad, nos permitié afirmar que, el estudio de la pendiente de una recta
sobre un plano en el espacio, permitié a los estudiantes interactuar con diferentes aspectos
técnicos y conceptuales, que llevaron a la resolucion exitosa de la actividad. De hecho, la
situacién problémica que presentaron los estudiantes al determinar la variacion vertical total Az,
los obligd a considerar la concepcion geomeétrica de dicha variacion, y a partir de ello,
establecer una expresion algebraica para conceptualizar la nocion de pendiente sobre un plano,
objetivo principal que se planted lograr con esta actividad.

Finalmente, para nosotros fue claro que el componente visual y dindmico fue un elemento clave
en el éxito de las actividades. En particular, la oportunidad que tuvieron los estudiantes de
observar las variaciones en el espacio, y el vector posicién que se mostraba en la vista grafica
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2D y 3D, junto a la manipulacion de la vista grafica 3D del objeto, facilité a los estudiantes
identificar que la pendiente de la recta coincidia con la pendiente del plano. Esto les ayudo a

. . S , A A

interpretar las pendientes en direccion de los ejes coordenados x e y, como m, = ﬁ ym, = Aiyy
. _ E _ Azy+Az,, . . -,

respectivamente, y como m = ol = JaxTiay’ para la pendiente en direccion de un vector

v = (Ax, Ay), en otras palabras la derivada direccional para funciones lineales de dos variables
(planos de la forma z = f(x,y) = a;x + a,y, con ay,a, € R). Finalmente, considerando un
plano tangente a una funcion diferenciable de dos variables en un punto P(x,,y,) de su dominio
como se muestra en la Figura 2, se extiende la derivada direccional para este tipo de funciones
como:

fx (X0, ¥0)Ax + £, (X0, Y0)AY

JAx? + Ay?

Posteriormente considerando un vector unitario u = {(a,b) en la misma direccion del vector
v = (Ax, Ay), el teorema que se presenta en los libros de texto como:

Dy f (x0,¥0) =

Dy f (x0,¥0) = fx(x0,¥0)a + f,(x0,¥0)b = Vf (x0,¥0).- u

Donde V£ (x,y) = (f (0, ¥0) fy (x0. o)) €S €l operador gradiente y u = (a, b), un vector unitario.
Cabe mencionar que, estas consideraciones no se presentan en los libros de texto que con
mayor frecuencia utilizan docentes y alumnos en el aula de clase. Por esto, uno de objetivos
fundamentales de esta investigacion, fue mostrar a los estudiantes esta relacion geométrica.

6. Conclusiones

Consideramos que el disefio gréfico y dinamico de los objetos, junto al orden presentado de las
actividades, ayudd a promover un significado geométrico de las nociones base contenidas en la
derivada direccional. Observamos que facilit6 la coordinacion y movilizacién de esquemas de
utilizacion, que ayudo a los estudiantes a crear una imagen clara de la nocion de pendiente de
una recta, particularmente una imagen y un significado geométrico sélido de los procesos
variacionales, que les simplifico la manera de extender esta nocién del plano bidimensional xy,
al espacio; primero sobre una recta y luego sobre una recta contenida en un plano.

Lo anterior subraya la importancia de presentar explicitamente los elementos conceptuales
inscritos en la nocion de la derivada direccional, como prerrequisitos necesarios para su
conceptualizacién. Como la pendiente de una recta en el espacio y la pendiente de una recta
sobre un plano, especificamente haciendo hincapié en los vectores direccion junto las
variaciones horizontales y verticales, que permita a los estudiantes identificarlos v,
relacionarlos utilizando distintas representaciones (grafica, numérica, algebraica y verbal), que
les ayude posteriormente a asociarlos para conceptualizar la nocién de la derivada en el espacio.

Por otro lado, consideramos que la posibilidad que tuvieron los estudiantes de observar de
manera dindmica el vector direccion, las variaciones de rectas y planos en el espacio, la
oportunidad de ver el objeto desde diferentes perspectivas, sumado a las herramientas que
permitian mostrar u ocultar elementos del objeto, y otras, fue un aspecto decisivo en el nivel de
entendimiento y abstraccion que lograron de la nocion de pendiente de una recta en el espacio,
que consideramos facilitdé la interpretacién y conceptualizacion geométrica de la derivada
direccional.
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