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Resumen. Este texto presenta un intento de lograr que un pablico posiblemente sin
formacion cientifica especializada tenga una idea bastante precisa de la prueba del
caracter irracional del nimero n. La prueba de esta propiedad la obtuvo en el siglo
XVIII el sabio Johann Heinrich Lambert, también conocido por muchas otras
invenciones y contribuciones, como la introduccion en matematicas de las funciones
hiperbdlicas o la definicion y el uso de proyecciones en cartografia. La demostracion
completa de la irracionalidad de = es de nivel de licenciatura en matematicas, pero
creemos que la presentacion de las herramientas matematicas usadas por Lambert para
su prueba no es solo para especialistas, sino provechosa para todo publico. El uso de
la tecnologia puede introducir en la presentacién un acercamiento sensible para tal
propdsito. Se enuncian condiciones para la factibilidad de un texto de divulgacién
cientifica accesible a todo publico.

Palabras clave: Divulgacion, Todo Publico, Numero Pi, Fraccidn continua, Irracionalidad.

Abstract. This text presents an attempt to ensure that a public possibly without
specialized scientific training has a fairly accurate idea of the proof of the irrational
character of the number . The proof of this property was obtained in the eighteenth
century by the sage Johann Heinrich Lambert, also known for many other inventions
and contributions, such as the introduction in mathematics of hyperbolic functions or
the definition and use of projections in cartography. The complete demonstration of
the irrationality of = is of a bachelor's degree in mathematics, but we believe that the
presentation of the mathematical tools used by Lambert for his test is not only for
specialists, but also beneficial for all audiences. The use of technology can introduce
into the presentation a sensitive approach for that purpose. Conditions for the
feasibility of a scientific dissemination text accessible to all public are stated.
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Introduccion: Preguntas acerca de la presentacion de un texto cientifico para
convertirlo en un texto de divulgacion.

Es importante en nuestra sociedad que los especialistas de educacion matematica, ademas de
dedicarnos a la investigacion sobre la ensefianza de las matematicas, llevemos una
contribucion a la difusion de la cultura matematica. Presentamos en el presente texto como
se puede considerar que un publico posiblemente sin formacion cientifica especializada tenga
una idea bastante precisa de la prueba del caracter irracional del numero r. Este resultado
matematico, descubierto en el siglo XVII, es relativamente poco conocido hoy, porque se
encuentra algo escondido por la sombra de otro resultado del siglo XIX, el teorema de
Hermite-Lindemann, que establece una propiedad mas fuerte de = y su trascendencia. Sin
embargo, las herramientas que permitieron al sabio Jean-Henri Lambert de probar la
irracionalidad de & se pueden presentar a todo publico y enriquecer su cultura matematica.

En una presentacion de divulgacion, las condiciones que se tienen que tomar en cuenta no
son las mismas de las situaciones de ensefianza. En efecto, los objetivos son diferentes.

- En una presentacion de divulgacion, ¢como actuar para que el publico se sienta mas
inteligente después de escuchar al conferenciante?

- Una reflexion que se pude recomendar a un conferenciante, en vez de cuidar en los
prerrequisitos como se hace en situacion de ensefianza, es plantearse el cuestionamiento:
¢Es posible que algunos oyentes no lo sepan? En el presente caso, este cuestionamiento
puede surgir por ejemplo a propdsito del namero =. ¢ES un objeto matematico conocido
de todos? y si no es el caso, ¢cémo dar una aprehension sensible de & a los asistentes que
lo ignoran?

- Es recomendable ampliar el panorama de los elementos presentados durante una
conferencia de divulgacion. Si el tema lo permite, ensefiar otros aspectos, que los
meramente matematicos, puede Ilamar la atencion de una parte del publico. Estos pueden
ser, artisticos, como lo demuestra el amplio éxito de figuras de fractales, en particular el
famoso conjunto de Mandelbrot. También pueden ser vinculados con estudios técnicos o
con ramas cientificas otras que las matematicas.

- Para no perder la atencion del publico, hace falta evitar el exceso. Eso implica limitarse a
un nivel matematico conveniente (no especializado en nuestro caso) y sélo dar al pablico
una descripcion esquematica de contenidos mas avanzados. ¢En qué nivel matematico se
sita el contenido en juego? En el caso de la irracionalidad de m, el nivel de la prueba es
el de la licenciatura en matematica, mientras casi todas las herramientas usadas en esta
prueba se pueden presentar al nivel matematico de la escolaridad obligatoria. Pretendemos
que este constituira el nivel de presentacion en el caso considerado.

1. Un sabio del siglo XVIII: Johann-Heinrich Lambert

Una consulta interesante de Wikipedia en varios idiomas es la del articulo Johann Heinrich
Lambert (o: Jean Henri Lambert, como se escribe en francés). Su trayectoria de sabio
autodidacta genial a traves de la Europa de la época, que no tenia sus fronteras actuales,
genera algunas dudas o confusiones en los articulos de Wikipedia publicados sobre él. En
inglés, se acierta que fue un “Swiss polymath”, en aleman, aparece como “schweizerisch-
elsassischer Mathematiker, Logiker, Physiker und Philosoph der Aufklarung” (matématico,
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Divulgando: el caso de Lambert y la irracionalidad de Pi

logista, fisico y fil6sofo de la clarificacion alsaciano-suizo), en francés no hay declaracion de
nacionalidad, y el inicio del texto del articulo de Wikipedia en espafiol es el siguiente:

Johann Heinrich Lambert, o Jean-Henri Lambert (26 de agosto de 1728 - 25 de
septiembre de 1777), fue un matemético, fisico, astrénomo y filésofo aleman de origen
francés. Nacio en Mulhausen (ahora Mulhouse, Alsacia, Francia) y murié en Berlin.
Demostro que el niimero r es irracional, usando el desarrollo en fraccion continua de
tanx. (Tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/Johann_Heinrich_Lambert.)

Este texto por supuesto es algo incorrecto sobre la cuestion de nacionalidad, dado que no
existia Alemania como pais en la época, sino habia diversas entidades nacionales como el
reino de Prusia y el Sacro Imperio. Otra asercién incorrecta se refiere a la prueba de
irracionalidad de mt, que es el principal objeto del presente texto: Esta prueba se apoya sobre
un desarrollo de tan(x) que no es exactamente una fraccion continua, sino una escritura en
forma de apilamiento infinito de tipo fraccional. Méas adelante en el presente articulo
reproducimos una pagina del documento original del propio Lambert, donde se ve el edificio
fraccional que él construyo para la prueba.

En matematicas puras hay también un aporte notable de Lambert con las funciones
hiperbdlicas, pero quiza la razon por la que se conoce el nombre de Lambert se relaciona con
su herencia en cartografia: la proyeccion Lambert, todavia actual. Por ejemplo, la cartografia
de Francia tiene el titulo Lambert-93, y el mapa de Francia metropolitana se actualizé a nueve
zonas del sur al norte que aparecen en la Figura 1, tomada del sitio Internet del Institut
Géographique National (IGN) francés. En Wikipedia en espafiol, el lector puede consultar el
articulo Proyeccién conforme de Lambert.
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Figura 1: Proyeccién conforme de Lambert en 9 zonas del sistema geodésico francés

En la Figura 2 que sigue, se ven dos ilustraciones relacionadas con geografia:

- el cono sobre dos paralelos usado por el IGN francés, mismo cono que ha dado lugar a la
proyeccion Lambert-93 de la Figura 1,

Nota: Al contrario de la esfera, el cono es una superficie desarrollable: Después de un corte
a lo largo de una generatriz, un cono se aplasta sobre un plano sin que se produzcan pliegos
ni grietas. En el articulo citado de Wikipedia en espafiol se encuentra otra ilustracion de esto.

- lacolumna Lambert con su meridiana, inaugurada en 1828 en Mulhouse (Francia), la hora
local de las 12:00 siendo determinada con precision por la sombra de la aguja sobre la
columna.

La litografia de la Figura 2 ensefia el monumento en homenaje a Johann Heinrich Lambert
edificado el afio del centésimo aniversario de su nacimiento en Mulhouse. EI mismo afio,
otro homenaje tomo la forma de la elaboracion en Basilea (Suiza) de una biografia del sabio
en tres tomos editada por Daniel Huber, él mismo siendo el autor del tomo 3, dedicado a las
contribuciones de Lambert en matematicas y fisica. El autor del primer volumen, en el que
se narra la vida del sabio, fue un pastor protestante, Matthias Graff (Graff, 1829). Tenemos
hoy la suerte de que los tres volimenes reunidos en un unico libro se pueden consultar como
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libro digitalizado gratuito (ebook). De su portada, copiamos en la Figura 2 el grabado de la
columna Lambert, con las firmas del dibujador Chapuy y del litégrafo Engelmann.

Lith e Bugrmo

Figura 2: Un cono para proyeccion conforme de Lambert y la columna Lambert con meridiana.

Antes de encontrar el ebook citado, habiamos conseguido consultar un libro del conocido
geografo Waldo Tobler (1972), fallecido en febrero del afio 2018. El libro de Tobler contiene
una traduccion al inglés de la obra fundamental sobre los mapas terrestres y celestes
(Lambert, 1772) y una biografia de Lambert adaptada del libro de Huber, volumen 1, citado
en un articulo de Hans Maurer, publicado en la revista The Hydrographic Review, volumen
VIII de 1931. Nos ha parecido preferible, en vez de usar un material que habia pasado por
tres autores sucesivos, respetar un principio de la indagacion en la historia, que es referirse a
obras originales. Algo que merece la atencion, por ensefiar un aspecto tipico de la
personalidad de Lambert, es la descripcion de su entrevista con el rey Federico 11 de Prusia
el afio 1764. Lo que sigue es la traduccion del aleman al espafiol (hecha por el autor del
presente articulo) del texto de Matthias Graff (Graff, 1829, p. 15).
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El afio 1764, Lambert habia venido a Berlin. (...) El rey quiso platicar con Lambert. Su
amigo Sulzer tuvo que encargarse de su venida a Potsdam el dia siguiente, para ser
presentado al rey en la tarde. Esto molestaba mucho a los amigos de Lambert. Se temian
de un comportamiento que no sea adecuado en la corte. Sin embargo, se tenia la necesidad
de atender la peticion del rey. Por eso, Lambert se fue de Berlin a Potsdam. (...) De la
audiencia resulté el siguiente dialogo.

Rey: "Buenas noches, sefior. Haga el favor de decirme qué ciencias estudio usted en
particular.

Lambert: "Todas."

Rey: "¢ Es usted entonces también un matematico perito?
Lambert: "Si."

Rey: "Y, ¢qué profesor le ensefio las matematicas?"
Lambert: "Yo mismo."

Rey: "¢Pues, sera usted un segundo Pascal?"

Lambert: "'Si, su Majestad."

Ahora le dio el rey la espalda, por apenas impedirse la risa, y se fue a su gabinete. En la
mesa, el rey declard que le habian propuesto para su Academia el mas loco hombre que
jamés vio. (...)

Afortunadamente, el rey reconocid un afio mas tarde el genio de Lambert, al ser informado
de sus publicaciones en varios dominios, y le nombr6 en 1765 miembro regular de su
Academia en la seccion de fisica. Sin embargo, es un tema matematico que nos interesa en
los apartados que siguen.

2. Una herramienta potente: la antiféresis

La demostracion completa de irracionalidad de = por Lambert se puede entender al nivel de
la licenciatura de matematica. En las referencias del presente articulo aparece un sitio Internet
(en francés y en inglés) dirigido por Boris Gourévitch, que presenta la demostraciéon de
Lambert completa (en espafiol, el autor del presente articulo no la encontré escrita, sélo
algunos documentos incompletos y otros con demostracion diferente de la prueba de
Lambert). Esta demostracion sobrepasa el nivel de la pretendida divulgacion, y veremos méas
adelante donde tendremos que admitir resultados sin dar detalles. Nuestro analisis de las
herramientas puestas en marcha por Lambert nos convencié que es factible disefiar una
presentacion dirigida a todo publico, suscitando su interés y enriqueciendo su cultura. En los
apartados que siguen, tratamos de justificar de manera convincente esta asercion.

La primera tarea que le toca al expositor es trazar una ruta cognitiva accesible a todos, en
nuestro caso para entender qué son fracciones continuas y como ellas permiten pruebas de
irracionalidad. La condicidn es que esta ruta solo debe necesitar las cuatro operaciones
aritméticas y el conocimiento de los mas usuales elementos de geometria, figuras (recta,
circulo, triangulo) y configuraciones (paralelismo, perpendicularidad). Vale la pena que la
presentacion de este contenido se haga detalladamente.

El primer proceso que se presenta sobre nuestra ruta es el antiféresis. La palabra antiféresis
es de escaso uso (no esta en todos los diccionarios) y facilmente su escritura, que inicia por
“anti” como antinomia o antiséptico, induce una idea de oposicion que no es relevante en el

El Calculo y su Ensefianza. Volumen 10. Enero-Junio 2018. Cinvestav-IPN © Ciudad de México. ISSN 2007-
4107 P.p.57-68



Divulgando: el caso de Lambert y la irracionalidad de Pi

caso. En realidad, viene de la palabra griega “avfveaipeon”, que corresponde a una iteracion
de suma, en relacién con la division euclidiana con cociente y residuo.

El caso general con variables podria incomodar al publico, pero vale la pena estudiar una
situacion particular, bajo la condicidn que sea ejemplar en el sentido de Wagenschein (1977),
es decir representativa del caso general. Un buen candidato es la fraccion de numerador 96 y
denominador 28. En GeoGebra con deslizadores, se puede programar una “pelicula” de la
antiféresis. La Figura 2 ensefia las tres etapas del proceso (véanse los nimeros 2, 3y 4
encerrados en la figura), que se acaba en la tercera por nulidad de residuo.

JO D N

®

@0‘ 05 1 15 bl b 4 45 5 55 6 65 77 8 85 9| ol

Y )

Situacién inicial: Numerador representado por N, situado en la abscisa 9.6, o sea 96 mm
‘ Denominador representado por D, situado en la abscisa 2.8, 0 sea 28 mm

o) 96 = 3x28 + 12 D A B N
7@0 05 1 15 2 26 3 35 4 45 5 55 6 65 775 8 85 9 95 10 105 11
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R Situacion después de dos translaciones del segmento NB: Residuo EA
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Situacién final: El segmento AE cabe exactamente 3 veces en el segmento EC

. 96
ANTIFERESIS, caso de la fracciom 8
Figura 2: Un proceso de antiféresis que finaliza en la tercera etapa

Una vez terminado el proceso, los célculos efectuados al subir desde la ultima igualdad
generan una pila de fracciones igual a la fraccion inicial (96/28).

4=E;
3
28:2><12+1x12:(2+£jx12; 12 = 1 x 28;
3 3 ) 1
+7
3
96 =3x28+ 11><28, 96 = 3+L1 28; %=3+Ll
2+— 2+— 28 24—
3 3 3
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El calculo numeérico de esta pila conduce a: 3+ ! =3+ L = 3+§ = % Noes la

T
3 3

ey e e . . . , . . e 9% 24
fraccion inicial, sino el mismo namero racional simplificado. En efecto, 8 = - Entonces
%:34_%'
28 o 1
3

Dos conclusiones: 1) La antiféresis simplifica las fracciones. 2) A partir de una fraccion
cualquiera, el proceso de antiféresis se acabara después de un nimero finito de etapas.

3. Unejemplo sencillo de irracionalidad

Definicion. Se llama fraccion continua una pila de la forma siguiente, donde el término

ao es un entero (posiblemente negativo) y los demas términos a; son nimeros naturales:

1
1

agt
a1+

az+

Situaciones posibles: Si la pila es finita, vimos en el apartado 3 arriba que representa un
namero racional, es decir un nimero que se puede escribir como una fraccién. Si la pila sigue

sin jamas pararse, el nimero que ella define es irracional.

Al igual de los desarrollos decimales que permiten representar todos los nimeros reales, las
fracciones continuas también permiten de representar todos los nimeros reales. Ahora vamos
a aplicar el proceso de antiféresis al nimero (1 + V2). La escritura V2 representa la raiz
cuadrada de 2, o sea el nimero real positivo de cuadrado 2: V2xv2 = 2. De esta igualdad
resulta que (V2 + 1)x(N2-1)=2-1=1.

La dltima igualdad se puede también reescribir \/5_1:\/_%1’ que a su vez sirve para
+
comparar a la unidad 1 el nimero (1 + \2):
1+\/§:2+(\/§—1), entonces 1++/2 =2+ ! .
1+42
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El altimo denominador repite el nimero inicial (1 + V2). Entonces se puede reemplazar a su

vez por la misma expresion 2+L , Yy se obtiene 142 = 2+; .
J2+1 24 1
J2+1
De repetir eso resulta una pila con repeticion ilimitada del digito 2
1+42 = 2+#
1

2+——
2+...

El cardcter de pila ilimitada, con la repeticion indefinida de 2, prueba que el nimero
considerado no es racional. Se puede hacer observar que este resultado es muy analogo al
hecho de que en la division de 1 por 3, el cociente 3 se repite de manera indefinida, y entonces
que 1/3 = 0.3333.... (desarrollo decimal con sucesion ilimitada de 3) no es un nimero

decimal.

4. El nUmero Pi

Asi como lo recomienda David Tall (2012), es provechoso, para la comprension de un objeto
matematico, introducirlo por un acercamiento sensible. En nuestro caso, se trata del nimero
7. EI movimiento de una rueda que se desplaza sin resbalar sobre el suelo permite este
acercamiento: Una vuelta completa de rueda sobre el suelo genera un recorrido, cuya razén

al diametro de la rueda es = (Figura 3).

Desplazamiento de una rueda

-1 0 1 2 3 4 5 6 7
Recorrido
L — =3.14
Diametro

Figura 3: Una vuelta completa de rueda sobre el suelo
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5. Herramientas de la prueba de irracionalidad del nimero Pi por Lambert
Geometria en triangulos rectangulos: Trigonometria

El significado etimoldgico de la palabra trigonometria es la medicién de magnitudes
(longitudes, angulos) observadas en tridngulos. En la figura 4 se indican las razones
trigonométricas de un angulo.

Tangente de un angulo
como una pendiente

tan(A) =BC

A AB

Seno, coseno y tangente
del mismo angulo:

C

sen(A) = 5 cos(A) =AB

AC

” A
tan(A) = e

cos(:&)
Figura 4: Un triangulo rectangulo con seno, coseno y tangente de su angulo en A.
Extension al calculo (estudio de las funciones reales de variable real): funcion tangente

Las razones trigonométricas se extienden al considerarse como funciones reales de una
variable real.

FuncionTangente.ggb - ] X
g 99

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

BN (Cl(lPd \ SIS
» Vista Grafica b Vista GraT‘ca 2 X
25 “ 25 '
2 s"‘ 2 / /
/ / /
/ / /
15 / 16 / /
/ / /
c / P =(0.86, 1.16 /
/ . /’ ( ) /
c / / /
05 f 05 /
Ve 4
\V =0.86rad O
A 05 B 15 2 -25 -2 -15 -1 -0.5 05 1 15 2 25 / 35 4 45 5
7 / a /
= // -1 /
v denota la longitud orientada del arco BM _," / /
15 / 15 / /|
/ / /
Grifica de la funcién tangente : y = tan (v) = 1.16 I/ /
2 / -2 /

Entrada:

Figura 5: Construccion (izqg.) y gréfica (der.) de la funcion tangente

El Calculo y su Ensefianza. Volumen 10. Enero-Junio 2018. Cinvestav-IPN © Ciudad de México. ISSN 2007-
4107 P.p.57-68



Divulgando: el caso de Lambert y la irracionalidad de Pi

En lafigura 5, se ve como la consideracion de un angulo asociado a un arco de circulo permite
esta extension. La grafica de la funcion tangente obtenida de esta manera aparece en la vista
de derecha en la figura 5.

En estas consideraciones se puede (hasta se debe, en situacion de divulgacion dirigida a todo
publico) parar la presentacion detallada de la prueba de Lambert. En efecto, el andamio que
permitio a Lambert (1761) de construir un apilamiento de tan(v) se obtiene al dividir
desarrollos de las funciones seno y coseno: sen(v) y cos(v). En la Figura 6, copiada del
documento (Lambert, 1761), se ve el resultado que proviene de esta division.

& 275
+ Q" =(2an 4+ 3): v,

ce qui, en vertu de la théoric des frations continues, donne
I

OBy o
5 I1:v—I

3:0—1
§iv—I
7:v—1
9:v—I
11: v —1 &c
d’oll 'on voit en méme tems, que foufes les fois que Parc v fera égm
@ une partie aliquote du vayon, tous ces quotiens feront des nombres en-
tiers croiffans dans une progreffion arithmeétique,

Figura 6: Reproduccién de la pagina 275 de las Actas de la Real Academia de Berlin (1761)

Mas adelante en su texto, Lambert presenta la escritura que se obtiene al reemplazar 1/v por
w. De este cambio de variable resulta en efecto una pila de apariencia mas sencilla:

] —
tan| — |= 1
w W—

3w—
5w—

1

7W—l

Lo que Lambert deduce a partir de esta pila, semejante a una fraccion continua, es que, si w
es racional, es decir se expresa en forma de fraccion, entonces tan(v) = tan(1/w) es irracional.
Pero un resultado trigonomeétrico conocido es por ejemplo que tan(w/4) = 1, como se puede
ver en la figura 4 si la imaginamos representando. un triangulo rectangulo isésceles (AB =
BC). Dado que 1 es evidentemente racional, m/4 no puede ser racional, y tampoco n es
racional.
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De la divulgacion que es el objeto del presente texto, se espera que ella tenga las calidades
necesarias para dar a todo pablico una buena idea del equipo intelectual que us6 Lambert
para subir a este Himalaya matematico que ha sido la demostracion de irracionalidad de .
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