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Resumen. Este articulo presenta una propuesta didactica para
introducir el concepto de diferencial en funciones reales de una
variable, centrandose en su significado geométrico y su
visualizacion mediante objetos dindmicos disefiados en el
software GeoGebra. A partir del estudio de las funciones lineales
como modelo ideal, se introduce paulatinamente la idea de
aproximacion local, junto con la exploracion del error de
aproximacion y el cociente del error relativo en el caso de
funciones no lineales, con el propdsito de formalizar la
condicion de diferenciabilidad para este tipo de funciones. A
través de la integracion de diversas formas de representacion,
esta propuesta busca propiciar una comprension solida del
concepto de diferencial como un modelo lineal de caracter local,
haciendo énfasis tanto en su visualizacion como en los
fundamentos analiticos que lo sustentan.

Palabras clave: ensefanza del Calculo, funcidon real,

diferencial, software de geometria dindmica, visualizacion.

Abstract. This article presents a didactic proposal for
introducing the concept of differential in real functions of one
variable, focusing on its geometric meaning and its visualization
through dynamic objects designed in GeoGebra software.
Starting from the study of linear functions as an ideal model, the
idea of local approximation is gradually introduced, along with
the exploration of approximation error and the relative error
quotient in the case of nonlinear functions, with the purpose of
formalizing the differentiability condition for this type of
functions. Through the integration of diverse forms of
representation, this proposal seeks to foster a solid
understanding of the concept of differential as a linear model of
a local nature, emphasizing both its visualization and the
analytical foundations that support it.
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1. Introduccion

El concepto de diferencial representa la base del analisis matematico y, en particular, del
calculo diferencial. No obstante, a pesar de su relevancia tedrica y aplicativa, este concepto
es con frecuencia abordado de manera superficial en los cursos universitarios, donde suele
diluirse entre técnicas de derivacion y aplicaciones mecanicas, sin un analisis riguroso de su
interpretacion geométrica. Esta desconexion entre el contenido formal y la construccion de
significado limita la conceptualizacion del concepto por parte del estudiante. En este sentido,
Tall (2013) enfatiza que las dificultades en el aprendizaje matematico suelen surgir cuando
los conceptos se presentan de manera exclusivamente formal, sin considerar cémo los
estudiantes construyen significado desde sus experiencias previas. En consecuencia,
conceptos como el diferencial podrian terminar siendo procesos puramente algoritmicos

desprovistos de sentido.

Esta problematica ha sido ampliamente documentada en la literatura en educacion
matematica, la cual resalta la necesidad de articular diversos registros de representacion para
construir comprensiones significativas en matematicas (Duval, 2006; Arcavi, 2003). Esta
articulacion resulta especialmente relevante al abordar conceptos fundamentales del calculo
diferencial, cuya comprension exige transitar de manera coherente entre registros simbolicos,
graficos, numéricos y geométricos. En esta misma linea, Borji et al. (2023) y Hahkioniemi
(2006) destacan que la apropiacion del concepto de derivada requiere movilizar multiples
representaciones interrelacionadas y significados coordinados. En el caso de funciones reales
de una variable, es conocido que la existencia de la derivada en un punto implica la
diferenciabilidad, y viceversa. Esta equivalencia puede entenderse formalmente como la
posibilidad de aproximar la funcion, en un entorno del punto mediante ajuste lineal cuya
diferencia con la funcién original, es decir, el error de aproximacion se vuelve muy pequefio
en comparacion con el desplazamiento horizontal. En otras palabras, la razén entre el error
vertical y la distancia horizontal tiende a cero cuando los puntos se acercan. Esta propiedad,
que sustenta el concepto de diferencial, permite interpretar la recta tangente no solo como una
expresion algebraica, sino como una herramienta de aproximacion con un significado
geométrico bien definido (Arcavi, 2003; Duval, 2006; Schoenherr y Schukajlow, 2023;
Finesilver, 2022, Spivak, 2006).

Sin embargo, cuando esta equivalencia no se asimila con claridad desde el caso univariable,

se generan vacios conceptuales que pueden repercutir en el estudio del calculo multivariable.
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A diferencia del caso de una variable, en funciones de dos o mas variables la existencia de
derivadas parciales no garantiza la diferenciabilidad (Rojas, 2019b), lo cual puede confundir
a los estudiantes que han interpretado la diferenciabilidad como una simple extension del
proceso de derivacion (Borji et al., 2023; Martinez-Planell et al., 2015, Trigueros et al., 2024,
Zandieh, 2000). Esta situacion es especialmente critica al abordar la linealizacion de
funciones en multiples direcciones, el uso del plano tangente o la aplicacion del gradiente,

donde la nocién de aproximacion lineal adquiere una complejidad mayor.

Como lo ha planteado la literatura especializada, estas dificultades pueden prevenirse si se
introduce cuidadosamente el concepto de diferencial desde el caso de una variable, resaltando
tanto su formulacion analitica como su visualizacion geométrica y dinamica (Arcavi, 2003;
Trigueros et al., 2024; Zandieh, 2000). Tal enfoque puede favorecer la construccion de un
puente conceptual que prepare al estudiante para enfrentar el analisis multivariable con mayor

madurez matematica.

En este articulo se propone una secuencia conceptual con intencion didactica centrada en el
tratamiento gradual del concepto de diferencial para funciones reales de una variable,
integrando representaciones graficas, simbolicas y analiticas mediante el uso de herramientas
dindmicas como GeoGebra. Diversos estudios han demostrado que la incorporacion de
tecnologia como GeoGebra potencia la comprension de conceptos de calculo, al promover la
representacion interactiva de las variaciones (Hohenwarter y Preiner, 2007; Dikovi¢, 2009;
Rojas, 2019a; Trigueros et. al. 2024). A partir del estudio de funciones lineales, cuyo caracter
de aproximacion exacta permite introducir la nocién de diferencial en un entorno conceptual
simple, se avanza progresivamente hacia el analisis de funciones no lineales diferenciables,
donde se aborda el significado geométrico de la aproximacion local y se introduce el error

relativo como indicador de la validez del ajuste lineal.

2. Marco teorico y fundamentos de disefio

Esta propuesta se fundamenta en dos referentes tedricos principales que orientan tanto la
estructuracion de las actividades como el uso de recursos tecnologicos para la construccion

del concepto de diferencial.

En primer lugar, se adopta la teoria de los Registros de Representacion Semidtica (Duval,
2006), la cual sugiere que la comprension de un concepto matematico implica coordinar

diversos registros de representacion: simbolico, grafico, geométrico y numérico. Esta teoria
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es especialmente adecuada para abordar el diferencial, cuya comprension exige la articulacion
entre la expresion algebraica, la visualizacion de la pendiente, la recta tangente y el
comportamiento del cociente de error relativo. Tal coordinacion ha sido sefialada como clave
para superar los obstaculos epistemologicos asociados a la ensefianza de la derivada (Zandieh,

2000; Trigueros et al., 2024).

En segundo lugar, se considera el papel de la visualizacién dindmica como mediadora del
aprendizaje de las matematicas. De acuerdo con Arcavi (2003), las representaciones visuales
no solo acompafian al pensamiento matematico, sino que lo sustentan de manera profunda,
incluso mas de lo que muchos especialistas estarian dispuestos a admitir. Como afirma el
autor, “las matematicas dependen en gran medida, posiblemente mucho mas de lo que los
propios matematicos estarian dispuestos a reconocer de la visualizacion en sus distintas
formas y niveles” (p. 217). En este contexto, herramientas como GeoGebra emergen como
recursos pedagogicos y didacticos valiosos: Facilitan una exploracion dinamica y visual de
conceptos como el error de aproximacion, manipular parametros como la pendiente o puntos
de referencia, y construir asi significados Matematicas integrados y sustantivos Esta
perspectiva se alinea con el planteamiento de Borba et al., (2005), para quienes la
incorporacion tecnologica trasciende lo funcional; implica una reconfiguracion de las
relaciones cognitivas que los estudiantes establecen con los objetos matematicos, propiciando

comprensiones de mayor alcance estructural.

Ambos enfoques convergen en esta propuesta al reconocer que la comprension del diferencial
no puede simplificarse a una definicion simbdlica ni a una interpretacion geométrica aislada,
sino que requiere una articulacion intencional entre registros de representacion y procesos de
visualizacion. La teoria de Duval proporciona el marco para estructurar esta articulacion
semiotica, mientras que la perspectiva de Arcavi respalda el uso de visualizaciones dinamicas
como recursos didacticos que favorecen la exploracion, la anticipacion y la validacion de

1deas matematicas

3. Metodologia

La propuesta se inscribe desde un enfoque cualitativo con caracter propositivo. Su objetivo
principal es el disefio, tanto tedrico como visual de actividades donde se potencie el uso de un
software de Geometria Dinamica para la comprension del diferencial a través de la
manifestacion de los diferentes Registros de Representacion Semidtica y la visualizacion, sin

incluir resultados de su aplicacién en el aula. Se adopta una légica de disefio didéctico
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analitico que integra referentes teoricos, principios de visualizacién y herramientas
tecnologicas, especificamente objetos dindmicos elaborados con GeoGebra para el desarrollo

conceptual.

Las actividades propuestas fueron estructuradas con base en tres criterios fundamentales: en
primer lugar la coherencia tedrica con los enfoques seleccionados, particularmente en lo que
respecta a la coordinacion de registros semioticos y la representacion visual del
comportamiento local de una funcién; en segundo lugar, la cual propone una progresion desde
el analisis de un caso lineal sin error hacia situaciones que involucran funciones no lineales,
donde se problematiza la validez de las aproximaciones; y, en tercer lugar, la integracion

tecnologica, mediante el empleo de objetos dindmicos en GeoGebra.

Los objetos dinamicos fueron disefiados para proporcionar al estudiante oportunidades de
exploracion visual, manipulacion intuitiva y analisis del conceptos y subconceptos del
diferencial de una funcidon de una variable, en funcién de una comprension progresiva que

articula representaciones graficas, numéricas y simbolicas.

4. El concepto de diferencial en funciones reales de una variable

Esta seccion se centra en presentar una secuencia conceptual que parte de las funciones
lineales caso ideal donde no existe error de aproximacion y avanza hacia funciones no
lineales, donde se introduce progresivamente la nocidn de error, el cociente de error relativo

y, finalmente, la condicion limite que da lugar a la definicion formal de diferenciabilidad.

La progresion tematica presentada en este articulo estara mediada por representaciones
graficas y objetos dindmicos disefiados en GeoGebra, que permiten visualizar el
comportamiento local de una funcién y explorar la eficacia de las aproximaciones lineales.
De esta manera, se construye una base visual, algebraica y conceptual que busca clarificar el
papel del diferencial como herramienta de aproximacion. Tal enfoque se alinea con lo
propuesto por Tall (2004), quien resalta la importancia de construir significados mediante
procesos conceptuales previos, de modo que las estructuras formales se apoyen en una
comprension intuitiva y visual. En esta misma direccion, (Borba et al., 2005; Cullen et al.,
2020; Trouche et al., 2020) establecen que la integracion de tecnologias digitales no solo
modifica los modos de representacion en matematica, sino que reorganiza profundamente las
formas en que los estudiantes piensan y construyen significados, haciendo posible una

comprension tangible de nociones abstractas como la derivada o el diferencial.
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4.1.La funcion lineal como caso ideal de aproximacion

Las funciones lineales representan el caso mas simple y, a la vez, mas esclarecedor del
comportamiento de una funcion diferenciable. Dado que su tasa de cambio es constante en
todo su dominio, el proceso de aproximacion local no implica pérdida de informacion ni
introduccion de error. En otras palabras, una funcion lineal se aproxima a si misma en todo

punto, lo cual la convierte en el modelo perfecto para introducir el concepto de diferencial.
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Figura 1. Funcion lineal como referencia para el estudio del diferencial

(acceso mediante codigo QR)

Consideremos una funcién f (x) = mx + b, cuya gréfica es una recta con pendiente

constante m (ver Figura 1, acceso a través de https://www.geogebra.org/m/vhgthwht, o

escaneado del codigo QR) Para cualquier par de puntos x  y x, la diferencia de los valores

de la funcion estd dada por:

Af=f(x)—f(x0)=mx+b—(mx0+b)=m(x—x0)=m-Ax

De esta forma, se concluye que la razon de cambio promedio es constante:

A_f:f(x)_f(xo)

Ax X—X

0

Esta expresion puede reescribirse como:

f(x) = f(xo) + m(x— xo)
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la cual es 1til porque expresa el valor de la funcion como una variacion respecto a un punto

base x,,, y su pendiente m.

Esta ecuacion, representa la forma canonica del desarrollo local de una funcién lineal. La
funcion se “reconstruye” a partir del valor en x y la pendiente. Esta es la forma que tomara

la aproximacion lineal para funciones diferenciables en un punto, lo cual se explorara en la

siguiente seccion.
Ademéds, Af se puede expresar como:
Af =m- Ax

Cuando el valor de Ax es muy pequefio, se suele utilizar la notacion diferencial para expresar

la relacion entre la variacion de la funcion y la variacion de la variable independiente.
df =m-dx

Aqui, dx = x — x,, representa un cambio extremadamente pequefio (infinitesimal) en la

variable x, mientras que df es el cambio correspondiente en el valor de la funcion. Esta
notacioén permite analizar el comportamiento local de la funcién en un entorno muy cercano

a un punto dado. En el caso de funciones lineales, esta transicion de la notacion finita a la
notacion diferencial no genera ambigiiedad, ya que la pendiente m permanece constante. Por

ello, es valido afirmar que df = Af y dx = Ax en este contexto.

El uso de herramientas tecnologicas como GeoGebra permite dinamizar esta transicion entre
las representaciones finitas y diferenciales, al ofrecer visualizaciones manipulativas que
refuerzan la comprension local de la funcion. Numerosos estudios han resaltado como
GeoGebra favorece la exploracion de conceptos de calculo, especialmente en relacion con la

pendiente y la linealidad local (Hohenwarter y Preiner, 2007; Dikovi¢, 2009; Rojas, 2019b).

Con el fin de facilitar la transicion conceptual desde la notacion finita (4) hacia la notacién

diferencial (d), a continuacion, se presentan las diferencias entre ambas notaciones y su

coincidencia en este caso particular:

e Axy Af representan variaciones finitas entre dos puntos.
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e dx y df representan variaciones infinitesimales, en un entorno local.
¢ En funciones lineales, ambas notaciones coinciden Af = df.

e En funciones no lineales df solo aproxima a Af.

Con el proposito de visualizar lo antes dicho, se disefid un objeto dinamico en GeoGebra (ver

Figura 2, acceso a través de https://www.geogebra.org/m/amw5ebt8, o escaneado del cddigo

QR) que permite observar, de manera manipulativa, como se comportan Ax y Af, y el vector

diferencial v, f sobre la grafica de una funcion lineal.

# . B ORE SRR BEARR
zf. .‘.' -l: - u- - 4
z".f' . - T

- I@ y -;":“:

Figura 2. Representacion del diferencial en funciones lineales: caso ideal

(acceso mediante codigo QR)

Este objeto dindmico permite movilizar dos puntos A = (xo, f (x0)> y B= (Xo +
Ax, f (xo + Ax)) sobre la grafica de una funcidn lineal. A medida que se modifican los

. A
puntos, se muestran los valores de Ax, Af y la razon A—i, que permanece constante.

Ademas, el objeto presenta un vector diferencial representado graficamente como un vector

que inicia en el punto A y finaliza en B este vector tiene por componentes Ax y Af, esto es:
vy = (dx,df) = (Ax, Af)

Al ser de tipo lineal, la relacion entre df y dx no varia, la pendiente es constante y el cambio

real coincide con el valor del diferencial. Por ello, el vector diferencial no representa una

estimacion, sino el cambio exacto entre los puntos A y B.
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Este comportamiento se explica por el hecho de que la pendiente de la funcién es constante.
Por ello, el vector diferencial coincide exactamente con el cambio real de la funcion entre dos
puntos. Para muchos, este resultado podria parecer evidente “casi innecesario de analizar”
dado que el comportamiento de una funcion lineal es completamente predecible. Sin embargo,
justamente por su simplicidad, este caso se convierte en el punto de partida ideal para
introducir la notacion diferencial y las ideas clave de aproximacion. La funcidon lineal
proporciona un escenario libre de errores, donde el lenguaje diferencial adquiere sentido

exacto.

No obstante, esta coincidencia entre diferencial y variacion real, no se mantiene en funciones
no lineales, donde la pendiente ya no es constante. En ese nuevo escenario, el vector
diferencial deja de coincidir con el segmento vertical que une dos puntos de la grafica, y
comienza a surgir una diferencia entre el valor real de la funcion y el valor predicho por la
recta de aproximacion. Esa diferencia, conocida como error de aproximacion, es clave para

comprender con profundidad qué significa que una funcion sea diferenciable.

En la siguiente seccion, exploraremos este fendmeno con mayor detalle, analizando funciones
no lineales y planteando la necesidad de una condicion que garantice que la recta tangente

representa una buena aproximacion local: la condicion de diferenciabilidad.

5. Funciones no lineales y aproximacion local

A diferencia de las funciones lineales, en las funciones no lineales la pendiente varia de punto
a punto, lo que implica que no existe una relacion constante entre el cambio en la variable
independiente y el cambio en el valor de la funcion. Esta caracteristica obliga a replantear el
sentido de la aproximacion local, ya no es posible afirmar que la funcion coincide con una
recta en su entorno; sin embargo, surge la pregunta de si es posible aproximarla mediante una
recta en torno a un punto dado. En este tipo de analisis, el pensamiento covariacional resulta
fundamental, pues permite vincular variaciones simultdneas de dos cantidades como el valor
real de la funcion y el estimado por la recta, lo cual ha sido ampliamente analizado por

Thompson (1994).

Para ello, se introduce el concepto de aproximacion lineal local. Dada una funcion real f (x),
se considera una recta que pasa por un punto fijo de la curva (xo, f (xo)) y que tiene

pendiente m. Dicha recta tiene la forma:
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L(x)=f (xo) +m (x - xo)

Al comparar el valor real de la funcion en un punto cercano x con el valor que predice esta
recta, se genera una diferencia vertical denominada error de aproximacion, definida como

(véase Figura 3, acceso a través de https://www.geogebra.org/m/gst2avwn, o escaneado del

codigo QR):

e(x) =f(x) - L(x) = f(x) - [f (xo) + m(x — xo)]

Este error mide la diferencia entre la funcidn y su ajuste lineal. Visualmente, se representa
mediante un vector vertical desde la recta hasta la curva. Al variar el valor de x y la pendiente

m, es posible observar como cambia esta diferencia. Un error grande indica que la recta no

ajusta adecuadamente la funcién en ese entorno; un error pequefio sugiere una mejor

aproximacion.

\ flx)

Figura 3. Representacion grafica del error de aproximacion &(x) respecto

a una recta. (acceso mediante codigo QR)

Para representar este escenario, se disend un objeto dinamico (ver Figura 4, acceso a través

de https://www.geogebra.org/m/z5zxctb2, o escaneado del codigo QR) que permite controlar

simultdneamente la pendiente de la recta m, el punto de evaluacion x, y visualizar tanto la

recta de aproximacion como el punto real sobre la funcion. El punto base de aproximacion se
marca con un punto azul (xo, f (xo)), mientras que el punto movil P = (x, f (x)) se desplaza

controlado por un deslizador t. El vector azul vertical que une la recta con la curva representa
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el error &, cuyo valor se actualiza dindmicamente. Ademas de esta visualizacion del error, se

incluye en el objeto el vector diferencial, definido como v, ;= (dx, d f) = (dx, m- dx).

T_ " EEE B B R EEE W
L R o L]
- - e
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Figura 4. Aproximacion lineal y anélisis del error en funciones no lineales (acceso mediante

codigo QR)

Este vector parte del punto base (xo, f (xo)) y apunta hacia el punto que la recta con

pendiente m estima para una variaciéon horizontal dx. A diferencia del cambio real en la
funcién, dado por f (xo + dx) —f (xo), esta construccidon permite visualizar el error de
aproximacion como la diferencia entre el valor predicho por la recta y el valor real sobre la
curva. Al modificar la pendiente m, la longitud del vector de error varia; sin embargo, solo

cuando m coincide con la derivada de la funcion en x,,, dicho error tiende a cero en el limite

cuando dx — 0. Esta condicion caracteriza a la recta tangente como la mejor aproximacion

lineal local.

Este enfoque visual permite comprender que el vector diferencial no representa el cambio
real, sino el comportamiento de la funcion si esta se ajustara a un modelo lineal. Su utilidad
radica en que, cuando la funcion es diferenciable, ese ajuste lineal es localmente valido, y el

error tiende a cero en términos relativos.

En este contexto, la visualizacion dindmica, en el sentido propuesto por Arcavi (2003), y la
manipulacion exploratoria de los objetos constituyen herramientas clave para favorecer la
construccion progresiva del concepto formal de diferenciabilidad. No se trata inicamente de

observar el valor del error, sino de analizar como varia en funcién de la distancia horizontal
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entre los puntos, lo que permite introducir el cociente del error relativo. La exploracion de
este cociente mediante representaciones dinamicas ofrece un marco propicio para transitar
desde la intuicion visual hacia una formalizacién del concepto de diferenciabilidad. Esta

conceptualizacion sera desarrollada en profundidad en la siguiente seccion.

6. Analisis del cociente del error relativo y condicion de diferenciabilidad
La exploracién visual realizada muestra como una funcioén no lineal puede ser aproximada

localmente mediante una recta que pasa por un punto base (xo, f (x0)>, con pendiente

variable m. Sin embargo, esta aproximacion genera un error, cuya magnitud depende

directamente de la pendiente seleccionada. Al ajustar m, dicho error podria reducirse

progresivamente, hasta alcanzar su valor minimo cuando la recta logra reproducir con mayor
precision el comportamiento local de la funcién alrededor de x,,.A diferencia del caso lineal,
donde cualquier par de puntos produce una recta que coincide exactamente con la funcion, en

funciones no lineales esa coincidencia no se da, y el valor real de la funcion difiere del valor

proyectado por la recta.

Esto origina la necesidad de estudiar con mayor profundidad la relacion entre el ajuste lineal

propuesto y el comportamiento real de la funcion. Dado un punto base X, y una recta de

pendiente m que pasa por (xo, f (x0)>, es posible escribir la funcién como:

f(x) = f(xo) + m(x — xO) + &(x)

donde el término s(x) representa el error de ajuste, esto es, el cambio de f que no es explicada

por la aproximacion lineal. Si bien es esperable que este error tienda a cero cuando x — x,

lo que verdaderamente interesa es su comportamiento relativo frente a la distancia horizontal.

Para que el ajuste lineal sea vélido, no basta con que el error desaparezca, debe hacerlo mas

rapidamente que el desplazamiento generado entre x — x,,, en otras palabras, se requiere que:

O’

limﬂ:

x—>X0X — X

0
0
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Esta expresion no s6lo da cuenta de la desaparicion del error, sino que refleja la eficacia de la
recta como aproximacion local. El limite anterior permite definir con precision el llamado

cociente del error de aproximacion:

1) = £ () = (x = %)

X—X

E,(x) =
0
Este cociente mide cuanto “queda” del error vertical por cada unidad de desplazamiento

horizontal, en relacion con la pendiente m considerada. Es decir, para cada pendiente m, el
cociente Em(x) permite evaluar que tan precisa es la recta L(x) =f (xo) +m (x — xo)
como ajuste lineal de la funcion f alrededor de x,,. Esto es, la funcion f sera diferenciable en

X, si existe una recta con pendiente m tal que:

0

lim Em(x) =0

x—>x0

Y dicha pendiente es precisamente la derivada de f en x. Este planteamiento pone en

evidencia que la diferenciabilidad no depende unicamente de la existencia del limite del
cociente incremental, sino de la posibilidad de expresar el comportamiento de la funciéon como
una combinacion de una parte lineal y un término de error minimo, como lo propone Apostol

(1972), Courant y Fritz (1974) y Spivak (2006).

f(x) = f(xo) + f’ (x()) (x — x0> + e(x) con lim ﬂ =0

XX X — X

Esta condicion es mas robusta que la simple existencia de la derivada, ya que especifica que

el término lineal no solo captura el cambio instantdneo, sino que lo hace con un error
!
infinitesimal. La pendiente dada por f (xo) no es Unicamente el valor hacia el cual tiende el

cociente incremental, sino de la tnica pendiente que hace que el cociente del error relativo sea
igual a cero en el limite. Como establece Courant y Fritz (1974), Stewart (2016) y Larson et
al. (2011), la diferenciabilidad no solo implica derivabilidad, sino la posibilidad de expresar

localmente la funcién mediante un ajuste lineal con error despreciable.
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Desde una perspectiva geométrica, esto implica que la recta tangente no solo toca a la funcion

en un punto, sino que la ajusta localmente con el mayor nivel de precision posible.

Visualmente, si se representa el cociente E (x) como la ordenada de un punto (x, E (x)),
m m

!
se puede observar que dicho punto tiende al eje horizontal unicamente cuando m = f (xo).

Para cualquier otro valor de m, el cociente no tiende a cero, y la recta deja de ser una buena

aproximacion en el entorno de x,,.

Esta interpretacion se puede explorar de manera interactiva utilizando el objeto dinamico

construido (véase Figura 5 a través de https://www.geogebra.org/m/aa4xbez7 o escaneado del

codigo QR). Aqui el usuario puede ajustar libremente el valor de la pendiente m, desplazar el
punto x, y observar el comportamiento limite del cociente Em(x). El punto rojo que
representa este cociente se aproxima al eje horizontal Unicamente cuando la pendiente

coincide con la derivada. En todos los demads casos, se aleja o permanece separado, lo que

indica que la recta propuesta no se ajusta al comportamiento local de la funcién.

-
a8 & 88 008 8

Figura 5. Exploracion del error de aproximacion y la diferenciabilidad (acceso

mediante codigo QR)

Es precisamente aqui, donde el diferencial adquiere su verdadero significado. La expresion
Af = f(xo + dx) —f(xo)

representa el cambio real en la funcion, mientras que
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!
df = £ (x,) - dx

hace referencia a la aproximacion lineal que la recta tangente aporta para tal variacion. En

este contexto, dx no debe interpretarse como una variable libre, sino como un desplazamiento

desde el punto x,. Aunque algebraicamente f (xo + dx) =f (x) cuando dx = x — x, la

notacion centrada en x, tiene un valor conceptual, puesto que sefiala de manera explicita la

naturaleza local del analisis. En lugar de considerar a f (x) como un valor independiente, se
considera el comportamiento de la funcion frente a pequefios cambios alrededor de un punto

fijo.

Asi el comportamiento local de la funcién puede expresarse como:
f(xo + dx) = f(xo) +df + &(x)
Donde el error s(x) satisface:

lim @ =0

dx-0 dx
Esto implica que el error disminuye mas rapido con relacion al desplazamiento y, por tanto,
que el ajuste lineal proporcionado por la derivada ajusta el comportamiento local de la
funcion. Por lo tanto, la derivabilidad no solo asegura la existencia de una razoén de cambio,
sino que también garantiza que la funcion puede ser representada localmente a través de un
ajuste lineal. Como se aborda en diversos textos del calculo (Apostol, 1972; Courant y Fritz
1974; Larson et al. 2011; Piskunov, 1984; Spivak, 2006; Stewart, 2016) la diferenciabilidad
de una funcion en un punto no solo implica la existencia de la derivada, sino la posibilidad de
aproximar el valor de la funcion a través de un ajuste lineal. Es decir, la funcion se comporta
localmente como su recta tangente, con un error que se torna insignificante en términos

relativos.

7. Estructura del ajuste local del diferencial: sintesis formal y visual

En las secciones anteriores se exploraron desde diferentes perspectivas, como el

comportamiento local de una funcion diferenciable en un punto x, puede ser ajustado por una

recta tangente cuya pendiente corresponde con su derivada en ese punto. A lo largo de este
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desarrollo, se ha demostrado que dicha recta no solo toca a la funcién, sino que aproxima su
comportamiento en un entorno cercano. Esta idea, que es clave en el célculo diferencial, se

definira formalmente.

7.1.Representacion local de una funcion diferenciable
Dada una funcién f:1 S R — R, se dice que f es diferenciable en un punto x, € I si existe

!
un numero real f (xo) tal que, para todo x suficientemente cercano a x,,, se cumple:

0)

f(x)=r1 (xo) + f’ (xo) (x — xo) + &(x)

con la condicion de que,

lim —g(x) =0

X%y X = X,

!
En esta expresion, f (xo) (x - X ) refiere a la parte lineal que ajusta el cambio de la funcion,

0
mientas que S(x) es el error de ajuste que disminuye de manera mas rapida en comparacion

con la variacion horizontal x — x. Desde este punto de vista, el diferencial no representa el

cambio exacto de la funcidn, sino una estimacion lineal que describe de una manera muy
aproximada el cambio ocurrido. El término s(x), que representa el error de aproximacion, se
hace despreciable, en comparacion con dx cuando este se vuelve muy pequefio. Esto
garantiza que la recta tangente no solo ofrece una buena aproximacion, sino que también se

convierte en un ajuste valido y fiable del comportamiento de la funcion cuando dx = x — x|,

tiende a cero.
Ejemplo: aproximacion de f (x) =1+ sen(x) mediante su recta tangente

El estudio de la diferenciabilidad de una funcion de una variable real, demanda més que
comprobar la existencia de su derivada. Implica validar que la funcion puede ser representada
localmente mediante un ajuste lineal, cuya aproximacion en un entorno del punto considerado

resulta valida.

f(x) =f (xo) + f’ (xo) (x - xO) + s(x)
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con

im £ _

X=X X — X,

Para validar esta condicion desde un enfoque geométrico, analitico y visual, consideramos la

funcion:
f(x) =1+ sen(x)

Explorando su comportamiento entorno del punto x,, = 2.6. El analisis se realiza a traves de

un objeto dinamico (ver Figura 6, acceso a través de https://www.geogebra.org/m/wgqva8by,
o escaneado del cédigo QR) que permite representar, manipular y validar la aproximacion

lineal mediante la recta tangente.
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Figura 6. Visualizacion dindmica del diferencial y el error relativo (acceso mediante

codigo QR)

La manipulacion del objeto dindmico permite explorar detalladamente el comportamiento del
diferencial y del cociente del error para la funcién f(x) = 1 + sen(x), tomando como punto

base x, = 2.6. Esta exploracion se realiza mediante la coordinacion y visualizacion de los

0
elementos presentes en las dos vistas graficas del objeto. Es importante destacar que tanto la

funcion como el punto x, pueden modificarse, permitiendo al usuario explorar otras

funciones y escenarios distintos.

Al ajustar manualmente la pendiente m de larecta L(x), y desplazar x utilizando el deslizador

t, se observa que cuando la pendiente difiere de la derivada de f (x) en x,, el ajuste lineal no
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proporciona una buena aproximacion. En este caso, el vector error mantiene una longitud
“considerable”, alternando entre los colores rojo y verde a medida que varia x, indicando
sobrestimacion y subestimacion respectivamente. Este comportamiento geométrico se resalta
en la vista grafica izquierda, donde el punto F, cuya ordenada representa el valor del cociente

del error relativo, no converge al eje horizontal al aproximarse x a x,,.

!
Por el contrario, cuando la pendiente se ajusta exactamente al valor de la derivada f (2.6) =
COS(2.6), activando el boton “Recta Tangente”; en la vista derecha el vector error reduce su

longitud mas rapido que el desplazamiento horizontal x — x,,, lo que significa que la razon
entre el error y la distancia horizontal decrece al acercarse x a x,. Este comportamiento

muestra que el ajuste lineal es bueno en el entorno de x,,, dado que el vector tiende a

desaparecer en el limite, cuando el desplazamiento horizontal se reduce a cero, es decir:

lim £, (x) = 0
Este resultado confirma que la recta tangente establece un ajuste lineal local de primer orden,
y confirma la diferenciabilidad de la funcion en el punto considerado. De este modo, el objeto
dindmico permite mostrar que la diferenciabilidad no solo implica la existencia de una
derivada, sino que requiere que el ajuste lineal proporcionado por la recta tangente sea
estructuralmente valido, es decir, que el error relativo decrezca mas rapido que el
desplazamiento horizontal. El uso coordinado de las dos vistas facilita una comprension
reflexiva del concepto, articulando visualizacion geométrica, representacion analitica y

retroalimentacion visual, elementos clave para una comprension profunda del diferencial.

8. Discusion

A lo largo del presente trabajo se ha desarrollado una secuencia conceptual centrada en el
diferencial para funciones reales de una variable, destacando aspectos visuales, analiticos y
dindmicos que buscan enriquecer la comprension del concepto mas alla de los métodos
tradicionales. Es importante sefialar que limitarse Unicamente al cdlculo mecanico de la
derivada puede resultar insuficiente para una comprension profunda del concepto de
diferenciabilidad, especialmente si se omite el andlisis riguroso del error y la estructura local

que da soporte al ajuste lineal.
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El recorrido que parte desde el caso mas simple, las funciones lineales, hasta el anélisis mas
detallado del limite relacionado con el cociente del error, proporciona una estrategia
progresiva que facilita una comprension sélida del diferencial visto como una aproximaciéon
lineal local. Sin embargo, es importante enfatizar la distincion entre una recta cuya
proximidad visual a la funcion es aparente y aquella que representa formalmente el

diferencial. Aunque pueden existir rectas con pendientes diferentes que proporcionan
!/
aproximaciones visuales cercanas, inicamente la recta cuya pendiente es exactamente f (xo)

garantiza que la razon entre el error cometido y la distancia al punto se haga

despreciablemente pequena conforme esta distancia se reduce.

Desde un enfoque pedagogico, la propuesta presentada en este articulo sugiere que la
introduccion del concepto de diferencial, apoyada en la visualizacion explicita del error, el
vector diferencial y el andlisis del cociente relativo, tiene el potencial de facilitar una
comprension estructural profunda del concepto. Esta manera de abordar la ensefianza del
diferencial encaja adecuadamente en enfoques educativos que recomiendan el uso coordinado
de diferentes representaciones semidticas, particularmente cuando se integran tecnologias

dindmicas que permiten a los estudiantes construir activamente significados matematicos.

Ademas, esta estructura conceptual prepara de manera efectiva al estudiante para abordar
posteriormente la diferenciabilidad en funciones de dos variables. Como es bien conocido, en
contextos multivariables la presencia de derivadas parciales no implica automaticamente que
la funcion sea diferenciable. Por esta razon, haber construido previamente una comprension
solida basada en aspectos visuales, formales y analiticos en el contexto unidimensional,
proporciona una base esencial para enfrentar estos desafios conceptuales mas complejos.
Muchas intuiciones generadas a partir de la visualizaciéon bidimensional, especialmente la
nocion de aproximacion local mediante una recta tangente, encuentran su natural extension
en el estudio de funciones de dos variables (Rojas, 2019b), donde la recta se convierte en un

plano tangente que mantiene coherencia visual y conceptual con la idea original.
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