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Gauss Vs Cramer

Resumen. El método de eliminacién de Gauss proporciona la
solucion numérica de un sistema Ax = b. La Regla de
Cramer, proporciona una féormula para encontrar la solucion
del sistema cuando A es n X n y la solucidn es tinica. Ademas,
la Regla de Cramer se usa para derivar una forma para la
inversa de una matriz. A su vez el método de eliminacion de
Gauss se puede usar para calcular la inversa de una matriz.
(Qué tan efectiva es la Regla de Cramer comparada con la
eliminacion Gaussiana?

Palabras clave: Eliminacion Gausiana; Regla de Cramer,
Sistema de ecuaciones lineales.

Abstract. The Gauss elimination method provides the
numerical solution of a system Ax=b. Cramer's Rule provides
a formula to find the solution of the system when A is nxn and
the solution is unique. Additionally, Cramer's Rule is used to
derive a form for the inverse of a matrix. In turn, the Gaussian
elimination method can be used to calculate the inverse of a
matrix. How effective is Cramer's Rule compared to Gaussian
elimination?
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Humberto Madrid de la Vega

1. Solucion de Ax = b

El método de eliminacién de Gauss es el método preferido para resolver un sistema de
ecuaciones lineales de la forma

Ax =b

Desde el punto de vista tedrico, este método tiene el defecto de no proporcionar una forma
explicita de la solucidn, en otras palabras, solamente nos proporciona el valor numérico de la
solucion, pero no una formula para calcularla.

El método de la Regla de Cramer permite encontrar la solucion de Ax = b mediante una
formula.

Para sistemas de ecuaciones lineales de orden pequefio, para algunas personas les resulta mas
comodo usar la Regla de Cramer para encontrar la solucion. Pero conforme el orden crece resulta
cada vez mas oneroso la aplicacion de este método. Nuestro objetivo es mostrar por qué el
método de Gauss es el favorito.

Primero vamos a recordar brevemente ambos métodos y posteriormente los compararemos.
1.1. El método de Gauss
El Método de Eliminacion de Gauss consiste en dos partes.

* Primera parte. Es la fase de eliminacion que consiste en utilizar las operaciones
elementales para transformar el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, en otro equivalente
(con las mismas soluciones) pero que sea triangular, esto es Ux = ¢ donde U es triangular
superior.

*  Segunda parte. Es resolver el sistema triangular Ux = ¢ por sustitucion hacia atras.
Recordemos las operaciones elementales

*  Intercambiar dos ecuaciones

*  Multiplicar una ecuacion por una constante distinta de cero

*  Sustituir una ecuacion por la suma de ella misma con un multiplo de otra ecuacion

Ejemplo
x—2y+ z= 0 x—2y+ z= 0 x—2y+ z= 0
—2x+3y+ z= 7 % y+3z= 7—5F_2;F3 y—3z=-7
2x+ y—3z=-5 "7 5y—-5z=-5 ° 10z = 30

Resolviendo este sistema se obtienen los valores de las incognitas: x = 1,y = 2y z = 3, por
lo que le sistema tiene solucion y es Unica.



Gauss Vs Cramer

1.2. La Regla de Cramer

La Regla de Cramer es un método para encontrar, de una forma explicita, la solucion de un
sistema de ecuaciones lineales. Es decir, este método proporciona formulas para las
componentes del vector solucion. Para ello hace uso de determinantes. Para mayor claridad
veremos primero varios casos particulares. Supondremos que las ecuaciones tienen el mismo
nimero de ecuaciones que el nimero de incognitas y que la solucion es unica.

Regla de Cramer para sistemas 2 X 2

Sea el sistema:

a11X1 + agx; = by
az1%X1 + A%, = by
Esta es la Regla de Cramer para un sistema 2 X 2.
O S,
1 A ) 2 A
A—|al1 a12|—a a,, — a,1a
Ay Gy 1122 21412
by aq;
4, = = byay; — byay,
b, ay,
a;; by
4, = = ay1b; — az1by
az; b,

A+ 0 ya que la solucidn es Unica. 4 es conocido como el determinante del sistema.
Regla de Cramer de un sistema de 3 X 3

Consideremos el sistema

a11X1 + Aq12%; + ay3X3 = by
Ap1X1 + Ap2X; + Ax3X3 = by
a31X1 + A32X; + A33X3 = b
La Regla de Cramer dice que la solucion es
A 4y A3
aTy Ty wTp A0
Donde:
a1 412 Qg3
A=lay; ayy ans a |a22 a23| _ |a21 a23| a |a21 a22|
Hlas, asz 2laz; ass Blas; as;
az; dzp dsz



Humberto Madrid de la Vega

éste es llamado el determinante del sistema. El lado derecho se obtiene mediante la expansion
por cofactores respecto al primer renglon. Recordemos que la expansion puede hacerse
respecto a cualquier renglon o columna.

by a a
1 12 13
P el = b |a22 a23| |a21 a23| |a21 a22|
= |02 22 23| = -
1 b tlaz, ass 2laz; as;z 3laz; as;
3 G043z dszz

ahora la expansion es con respecto a la primera columna.

De forma analoga definimos

a1 by a3 a;1 Qa2 by
A, = |az; by as|, A3 =|az; az; by
as; bs assz as; aszp bs
Ejemplo
Volvamos al sistema
x — 2y + z = 0
—2x + 3y + z = 7
2x + y — 3z = =5

Para resolver primero calculamos el determinante del sistema

1 -2 1
A=|-2 3 1=|i _1|+2|_§ _§|+|_§ i=—10
2 1 -3
Se calculan
0o -2 1 1 0 1 1 -2 0
A= 7 3 1|=-10, 4,=|-2 7 1|=-20, 4,=|-2 3 7|=-30
-5 1 -3 2 -5 =3 2 1 -5
Asi que
44 4, 45
:_:1, :—:2' :—:3
=7 Y= 2=

Regla de Cramer para un sisteman X n

Si A es una matriz n X n, b € R" y si el sistema Ax = b tiene solucion unica, la solucion x €
R™ se puede obtener mediante la Regla de Cramer. Los elementos de x se pueden expresar como

donde 4 es el determinante del sistema y 4; es el determinante que resulta de sustituir la i—
sima columna de 4 por el vector b.

Los determinantes involucrados son orden, veremos como calcularlos.
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Determinantes de orden n

Una forma de definir un determinante de orden n es en forma recursiva.

Paran = 2
a1 Qg
A=A =| |=a Ay, — Ay QA
|A| Ay Gy 11422 21012
Paran = 3
a1 A12 Qg3
A=Al = |az1 @z azs|l=a |a22 a23|_a |a21 a23| a |a21 a22|
Hlas, as; 2laz; asz Blas; as;

31 043z d4szs
Para definir |A| en el caso general conviene definir el cofactor de el elemento a; j
Cij = (=D My
donde M;; es el determinante de orden (n — 1) que resulta de remover el i—esimo renglon y la

j—esima columna de la matriz A.

Entonces
n
A=1A1=) a; M,

j=1

el lado derecho es llamado expansion por cofactores a lo largo del primer renglon. La expansion
puede ser a lo largo de cualquier renglon o a largo de cualquier columna. Este método también
es conocido como expansion de Laplace.

La ineficiencia de la expansion por cofactores

La aplicacion de la Regla de Cramer para resolver un sistema de ecuaciones de orden n, requiere
el célculo de n + 1 determinantes de orden n.

Para calcular un determinante de orden n, a final de cuentas requiere del calculo de muchos
determinantes de orden 2. Por lo tanto, analizamos el costo del computo de un determinante de
orden n mediante de la expansion por factores.

Si denotamos por P(n) el nimero de productos que se requieren un determinante de orden n.
Vamos a encontrar un valor una aproximacion a P(n).
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Un determinante de orden 2 requiere 2 productos. Un determinante de orden 3 requiere de 3
determinantes de orden 2, es decir 3 - 2 productos. Mas en general

Orden | Determinantes orden 2 | Productos
2 1 2
3 3-2 31=6
4 4-(3-2) 4! = 24
n nn—1)--4-3-2 n!

Un determinante de orden n requiere mas de n! productos, es decir P(n) > n!.

Como n! crece rapidamente conforme n crece, el valor de P(n), el nimero de multiplicaciones
también crece mucho. Quizéd esto no deberia preocuparnos, a final de cuentas la tarea se la
podemos dejar a la computadora.

Un experimento computacional

Hagamos un experimento computacional casero. Calculamos el tiempo que tarda una laptop en
calcular el determinante de una matriz generada al azar para varios valores de n.

tiempo
8 | 0.29 segs
10 | 16.076 segs
12 | 44.01 minutos !!

Entonces si quisiera evaluar un determinante de orden 13, que necesita del célculo de 13
determinantes de orden 12, requeriria de aproximadamente 13 X 44 = 572 minutos, esto es, 9
horas con 32 minutos.

Podemos hacernos de una idea de cuanto tiempo tardaria esta laptop en resolver un sistema de
ecuaciones lineales de orden 20. En teoria mi laptop puede realizar hasta 200 GPLOPS (Demon,
2023), esto es, 2 X 101! operaciones por segundo. Ahora bien, 20! es un nimero enorme,
aproximadamente 2.4329 X 1018, asi que para calcularlo se llevaria 1.2165 X 107 segundos,
lo cual equivale a jmés de 23 anos!

Como curiosidad tratemos de ver cuanto tardaria, una supercomputadora como la Big Red 200
(Knowledge Base, 2023), en calcular un determinante de orden 40. Esta computadora puede
realizar cerca de 7 petaFLOPS, esto es, 7 X 10° operaciones por segundo. El factorial de 40 es
aproximadamente 8.1592 X 10*7, entonces el tiempo de célculo es aproximadamente
i2.2176 x 10%° afios! Como referencia la edad del universo se calcula en 14 x 10° (Zenil,
2005).

Con lo anterior queda claro que el método de expansion por cofactores para el calculo de
determinantes es sumamente ineficiente, salvo para determinantes de orden modesto.
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Una pregunta pertinente es si existe una forma econdémica de calcular un determinante. La
respuesta es positiva y quiza sorprendente. Nos referimos al uso de la eliminacién de Gauss,
para llevar una matriz a una matriz triangular superior. Para ello es importante conocer algunas
propiedades importantes de los determinantes.

1.4. Gauss al rescate
Calcular el determinante de una matriz triangular superior es facil.
Determinante de una matriz triangular

Tomemos este determinante de orden 2

a1 a12|_a a
0 ay,|  %11dz

Observemos que el valor del determinante es el producto de los elementos de la diagonal
principal e independiente del valor de a,,.

Calculamos ahora el determinante de una matriz triangular superior de orden 3, realizando la
expansion a lo largo de la primera columna.

a1 Q4q2 Qg3
0 Az, dz3 a1 dzs a1 dz;
Az2 A3| = aqq 0 +0 0 +0 0

= aq10aya
a a a | 11d22033
0 0 Qs 33 33 32

De igual manera se puede ver que en general el determinante de orden n es el producto de los
elementos de su diagonal principal.

Reiteramos que lo sorprendente es que solamente cuentan los valores de la diagonal principal,
asi que para su célculo se requieren solamente de n — 1 productos.

Lo interesante es que cualquier determinante puede ser transformado a un determinante de una
matriz triangular. Para ver esto necesitamos de otras propiedades de los determinantes.

Otras propiedades del determinante
Las siguientes propiedades las ilustramos con determinantes de orden 2.
Multiplicacion por un escalar.

Si en un determinante |A| se multiplica un renglén (o columna) por un nimero a el resultado
es a|A|

|a11 a12|_|aa11 aa12|_ adqq a12|
a1 Az az1 az> adz1 Az

Intercambio de renglones o columnas
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Al intercambiar dos renglones (columnas) el determinante cambia de signo.
Multiplicar un reglén (columna) por un escalar y sumarlo a otro

Al multiplicar un rengléon por un escalar y sumarselo a otro renglén, el valor del determinante
no cambia.

|a11 a12| . | a1 aiz
a1 Ay az1 + kayy  azy + kay,

Esta propiedad es clave para transformar un determinante a otro de forma triangular superior.
Vale la pena ver algunos ejemplos.

Ejemplos
2 3
=-2
4 5
Si multiplicamos por —2 el primer renglén y lo sumamos al segundo rengldén, obtenemos
2 3| _
o —il=-2

En este ejemplo hemos transformado un determinante a otro que tiene forma triangular, por
lo cual su determinante es el producto de los elementos de la diagonal principal.

Otro ejemplo

2 5 =71 |2 5 =7 |25 =7
01 2[=f0 1 20=10 1 2| =@ @) (-40) =-80
—4 5 4l lo 15 —10l lo 0o —40

En el primer paso se multiplica el primer rengléon por 2 y se le suma al tercer renglén. En el
segundo paso de multiplica el segundo renglén por -15 y se le suma al tercer renglén.

En el siguiente ejemplo se tienen que intercambiar los dos primeros renglones, cambiando el
signo del determinante.

01 2 2 5 -7 2 5 -7 2 5 -7
2 5 -7l==]0 1 2/=-l0 1 20==l0 1 2|=-(2)(1)(-40) =80
—4 5 4 —4 5 4 0 15 —10 0 0 —40

Cdlculo de determinantes mediante eliminacion
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Como se puede observar basicamente estamos usando la fase de eliminacion del método de
Gauss, para llevar el determinante a una forma triangular. La regla para evaluar determinantes
con este método consiste en llevar el determinante |A| a una forma triangular, si u;1, u,5, ...,
Uy, €NtONces

|A| = (_1)du11u22 *tUpn

donde d es el nUmero de intercambios de renglones en el proceso de eliminacidn. Este proceso
en ocasiones es llamado Método de Gauss para el calculo de determinantes.

éQué tan eficiente es este método? Para muestra, en nuestra computadora, con este método
un determinante de orden 40, generado aleatoriamente, se calcula en j0.093 segundos!
Recordemos que este calculo tardaria como 102 afios, si se usa expansion por cofactores. Una
diferencia abismal.

1.5 Gauss Vs. Cramer. Sistemas de ecuaciones lineales

Es claro que para resolver un sistema de ecuaciones lineales el método de Cramer es el
perdedor si los determinantes con calculados mediante la expansidn por cofactores. Inclusive
si calculamos los determinantes por el método de eliminacién, el método de Cramer no
compite con el método de Gauss.

2. Inversa de una matriz

Si A es una matriz cuadrada, se dice que es invertible si existe otra matriz tal que
AB=BA =1

en este caso B es la matriz inversa de A y se denota por A~ 2.

Si el sistema Ax = b, con A cuadrada y solucién Unica, ésta puede expresarse como x = A~ b,
donde A~ es la matriz inversa de A. Esta es la base del calculo de A1,

Volvamos a la ecuacién AB = I, si expresamos a B y I en términos de sus columnas, tenemos
B = [by, by, ...,b,], I = [eyq, €3, ..., €], entonces

AB =1
A[by, by, ..., b,] = [€1,€2, ..., €n]
[Aby, Ab,, ..., Ab,] = [eq, €3, ..., €n]
lo cual representa n sistemas de ecuaciones lineales,

Ab, = e, Ab, =e,, .., Ab, = ¢,
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Podemos resolver cada una de estas ecuaciones por el método de Cramer o el de eliminacion de
Gauss, las soluciones son las columnas de A~ 1.

A~ via Cramer

Usando la regla de Cramer para resolver los sistemas mencionados se puede llegar a una férmula
para la A™1. Para ello es importante comenzar con casos particulares.

La inversa de una matriz de orden 2

Queremos calcular la inversa de A, B es una matriz desconocida, con la condicioén de que AB =
I.

I

Efectuando el producto, se obtiene

_[ax+bz ay+bw] 1 0
AB_[ ]_[0 1

cx+dz cy+dw
Esto da lugar a dos sistemas de ecuaciones lineales

ax+bz= 1 ay+bw= 0
cx+dz= 0 cy+dw= 1

La matriz de coeficientes de estos sistemas es el mismo, precisamente la matriz A. Podemos
usar la Regla de Cramer para resolver este par de sistemas.

El determinante de la matriz de coeficientes A es
_la b| _ _
A= |c d| =ad — bc

Estamos suponiendo que 4 # 0, dado que el sistema tiene solucion Unica.

Resolviendo el primer sistema,

b
x:|é al _¢ |Z ol __c¢
A A

La solucién del segundo sistema,

|O b 5
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Asi que
5
A A 1 —
) L e
c a Al—c a
=7 7l

En resumensi 4 + 0,

1 —
a=[z g am=gll Tl

Inversa de una matriz de orden 3

Ahora A4, B, I son matrices 3 X 3, queremos encontrar B tal que

AB =1
Siendo I la matriz identidad
1 0 O
I=10 1 O
0 0 1

De manera similar al caso anterior se puede reducir el problema a resolver 3 sistemas
lineales de ecuaciones

Abl = el, Abz = 62, Ab3 = e3
Siendo by, by, b; las columnas de By ey, €5, e3 las columnas de I.

El determinante de 4 es

a;; A1 Qg3
A1z Gz dz3
Qi3 043y dass

A=

el cual suponemos distinto de 0. Vamos a resolver la primera ecuacién, Ab; = e;, para lo cual
denotaremos b; como
b11
by = |b21

b3y

Usando la Regla de Cramer
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a1 1 ags
az; 0 aps |a21 a23|
b, = 1931 0 assl_ _lazy assl _ Cr
21 A A A
a;; a;; 1
az; Az, 0 |a21 a22|
s = as; as; 0 _la31 azl_ A3
31 A A A
Siendo ¢;; es el cofactor del elemento (i, j).
Asi que
1 C11
b; = 1 C12
C13
De manera similar se encuentra que
c c
1 21 1 31
bZ:Z Ca2|, b3:Z C32
C23 C33
De esta manera
1 €11 C21 C3q
A '=B=—|c2 C3p C3

Si formamos la matriz de cofactores

C11 C12 C13
C=|C1 Cyp Cp3
C31 C32 C33

CT se llama la matriz adjunta de A

La inversa de una matriz de orden n via Cramer

Si A es una matrizn X n con determinante 4 # 0, la inversa de A es

1
At =—CT
A
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Donde
€11 G2 = Cin
o (221' Cop CZ,f
Cni Cnz - Cnn

siendo ¢;; los cofactores de |A].

El cdlculo de A=Y con Cramer

La evaluaciéon de A~ usando la formula descrita anteriormente, requiere del calculo de 4 de
orden n y n? determinantes de orden n — 1, a saber, las c; j- Al menos que n sea pequefio, esta

formula es claramente ineficiente.

A~1 via Gauss

Para calcular A~ podemos resolver los sistemas de ecuaciones lineales,
Ab, = e, Ab, =e,, .., Ab, =€,

Una particularidad de este conjunto de ecuaciones es que la matriz de sistema es la misma para
todas ecuaciones, lo que cambia es el lado derecho. Esto nos permite resolver simultdneamente
las ecuaciones.

Claramente este método es muy eficiente

3. Observaciones

1. Como se ha sefialado si |A| # 0, la solucién de Ax = b se puede expresar como x = A™1b.
Esto es importante desde el punto de vista tedrico, pero es una forma muy ineficiente de
resolver Ax = b.

2. En pocas ocasiones se requiere del célculo explicito de A~!. Veamos un ejemplo.
Supongamos que conocemos dos matrices A y B y queremos calcular el producto A™*B.
Sea X = A™1B la matriz que queremos conocer. Entonces X satisface la ecuacion matricial
AX = B. Esta ecuacion puede ser resuelta con eliminacion Gaussiana.

3. El método Gauss—Jordan, es una variante de Gauss que se usa para la ensefianza, hace uso
de la forma escalonada reducida. Este método es comodo para matrices pequeiias, pero el
método de Gauss sigue siendo el mas eficiente.

4. El acceso a la tecnologia computacional permite plantear y resolver problemas que no se
pueden resolver a mano. Los programas de software cientifico para calcular Ax = b, |A| y
A~ estan basado en el método de eliminacion de Gauss.
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4. Conclusiones

La Regla de Cramer es muy importante para poder encontrar formulas para la solucion de
sistemas de ecuaciones y para la inversa de una matriz. Pero no es apropiada para calcularlas.
El método de Gauss es el mas conveniente para realizar los calculos.
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