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Resumen. La Matematica e reconocida como un
conocimiento cuyo aprendizaje requiere resolver problemas,
pero el conocimiento matematico no solo se produce via
inductiva y deductiva. Resolver un problema, requiere tener
la certeza de que es resoluble, de ahi, que se tengan tantos
resultados que solo aseguran la existencia. No tener
asegurada la existencia puede hacer que un problema sea un
suefio imposible. Un acercamiento no inductivo-deductivo
puede facilitar la predisposicion personal sobre la busqueda
de solucion de un problema. En este trabajo se tratan cuatro
ejemplos relativos a distintos niveles educativos que son
abordados experimentalmente siguiendo tres vias
propuestas: La via heuristica, la via simulada y la via erudita.
Dos problemas fueron objeto de estudio con dos muestras de
profesores en activo y de estudiantes universitarios. La
experiencia indica que es factible concatenar alguna de las
dos primeras vias con la via erudita para generar
conocimiento matematico de una forma natural.

Palabras clave: Problema de Matematica, Resolucion de
problemas, Heuristica matematica, Simulacién matematica,
Matematica experimental, Angulo corneado.

Abstract. Mathematics is recognized as a knowledge whose
learning requires solving problems, but mathematical
knowledge is not only produced inductively and deductively.
Solving a problem requires the certainty that it is solvable,
hence, there are so many results that only ensure the
existence. Not being assured of existence can make a
problem an impossible dream. A non-inductive-deductive
approach can facilitate personal predisposition on the search
for the solution of a problem. This paper deals with four
examples related to different educational levels that are
experimentally approached following three proposed ways:
the heuristic way, the simulated way and the scholarly way.
Two problems were studied with two samples of working
teachers and university students. Experience indicates that it
is feasible to concatenate one of the first two paths with the
scholarly path to generate mathematical knowledge in a
natural way.
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1. Introduccion

En este trabajo se proponen dos alternativas al desarrollo usual de afrontar la resolucién de un problema
de matematicas por parte de los estudiantes, al menos en un primer momento de su atencioén. Proponeos
dos tipos de acercamiento: uno de caracter heuristico y otro de modo simulado. Entendemos que el
utilizar alguno de estos dos acercamientos en el proceso inicial de analisis y estudio de un problema
puede aportar cierta confianza al estudiante para intentar exponer una resolucion tradicional posterior.
Es decir, proponemos una via heuristica y otra via simulada para todo problema que el estudiante no
es capaz de catalogar como aplicacion directa de la teoria estudiada. Con estas vias proponemos un
acercamiento al problema y a su resolucion, haciendo uso de algunos registros de representacion
semidtica: el registro metaforico y el registro analdgico de Delgado (2016) y los cincos registros de
representacion de Duval (1999). Estas vias no son formas homologables a una resolucion tradicional;
ahora bien, son vias que permiten saber si un problema matematico tiene solucioén, o no, y si esa
solucion es Unica, o no. Saber esto es muy importante para perseverar en el intento de resolucion
homologable.

Muy probablemente, la caracteristica de las Matematicas mas reconocible por el gran publico, o la que
mejor recuerda, es que en Matematicas se tienen que resolver problemas. Ahora bien, no suele haber
una idea uniforme de lo que son problemas de matematicas en ese gran publico. En general se hace
alusion a la resolucion de ecuaciones como el objeto matematico mas recordado.

Quizas, somos los profesores universitarios de Matematicas quienes mejor nos damos cuenta de la
dificultad de establecer una definicion holistica de las Matematicas, pues reconocemos sus distintas
areas, sus diversos sistemas de razonamiento y los distintos métodos de resolucion de problemas. Que
no es facil definir de una forma precisa la Matematica lo reconoce cualquier profesor de Matematicas,
con independencia del nivel docente en el que se encuentre. El profesor es consciente de cada una de
las facetas que tiene la materia matemadtica en su nivel educativo y también es consciente de que esa
dificultad para definirla se incrementa al cambiar de nivel académico. Ahora bien, a nosotros nos
interesa tratar con la resolucion de problemas en Matematica, por ello, debemos iniciarnos de alguna
definicion plausible. Empleamos la forma en la cual la define el diccionario de la Real Academia
Espaiola y de la Asociacion de Academias de la Lengua Espafiola. Dicese de la palabra Matemadtica:
“Ciencia deductiva que estudia las propiedades de los entes abstractos, como numeros, figuras
geométricas o simbolos, y sus relaciones” (RAE, 2023a). En ese mismo diccionario se reconoce la
interpretacion: “Perteneciente o relativo a las matematicas” (ibid.) y se considera que esta palabra
admite la interpretacion de adjetivo como sinénimo de “Exacto” y “Preciso” (RAE, 2023a).

También, este diccionario reconoce la expresion Matemdtica aplicada como “una rama de la
Matematica que se ocupa de la aplicacion de esta a la resolucion de problemas de otras disciplinas,
como la fisica, la biologia o la economia” (RAE, 2023b). Hoy en dia, deberian incorporarse muchas
otras disciplinas como las ciencias sociales y los estudios técnicos y los tecnologicos. Si somos
observadores vemos que en esta Ultima definicion aparece la expresion resolucion de problemas.

Quizas si el lector es profesor de Matematicas, no esté conforme con esos contenidos del diccionario.
Sin embargo, eso es a lo que cualquiera puede aludir cuando se le interpela por la Matematica. Muchos
profesores, incluso investigadores de Matematica Educativa, tienden a confundir la parte con el todo,
la parte de matematicas que enseian o investigan, generalmente muy algebraica, con el global de las
areas matematicas. Esto es muy patente en la mayoria de los articulos publicados acerca de conceptos
de Calculo Matematico como el nimero real, el limite de una funcion, la derivada,...
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(Qué suele destacar un profesor de la Matematica a sus estudiantes? Para contestar a esta pregunta me
remito a los 45 afios de experiencia docente en la formacion de profesores. Esta experiencia que es
mucho maés precisa que una simple encuesta puntual, puesto que recorre una amplio periodo de tiempo
y se corresponde con una muestra acumulada, o estratificada, enorme. Intentando unificar una
respuesta plausible, destaco que los profesores, incluso siendo unos eruditos matematicos,
pretendemos dar una imagen a nuestros estudiantes de que cualquier teoria matematica es un espacio
pentagonal regular en cuyos vértices situamos los Conceptos, los Métodos, la Sintaxis, la Semantica y
las Matematicas, de forma que cualquier problema de esa teoria estd en un punto de ese conjunto
convexo que queda determinado por algin “tipo de distancia” de ese punto a cada vértice, que algunos
consideran dimensiones o facetas del problema, ver figura 1.

Matematicas
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e, )y |
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Figura 1. Imagen convexa de una teoria matematica. Elaboracion propia.

Con este tipo de vision de una teoria matematica, resulta que el estudiante tiende a creer que todo lo
que se le proponga en esa teoria es factible de entender y reproducir. Es decir, que de todo problema
que se le proponga, podra decidir si es cierto o es falso. En general, al aplicar los métodos usualmente
mas utilizados como son la Deduccion y la Induccion. En cierta manera supone que todo problema
propuesto por el profesor es decidible, cuestion que no se cumple ni siquiera en la Aritmética. Un
ejemplo que podemos creer cierto es el siguiente: Supuesto que cada uno de los objetos del universo,
observable o no, estd compuesto por un numero finito de 4tomos y supuesto que somos capaces de
extraer un atomo de cada objeto, nos preguntamos si podriamos formar un objeto con todos esos
atomos extraidos. Sin duda, al considerar al universo como un conjunto de objetos la dificultad pesa
sobre si ese conjunto universo es finito o no.

También suele ocurrir que el estudiante cree que un problema no puede estar sobre- saturado de
informacion. Es decir, cree que le ofrecen la informacion precisa para que lo resuelva de alguna forma.
Proponemos un ejemplo como muestra que se puede experimentar con facilidad: Solicitar la medida
de los angulos agudos de un triangulo rectangulo, y en lugar de dar una terna pitagorica para los tres
lados, se presenta otra terna muy parecida que no es pitagorica. El estudiante deberia analizar los datos
y responder que la solucion del problema es que “no tiene solucion”. Esto es asi debido a que con ese
enunciado no se cumple el requisito fundamental del teorema de Pitdgoras que es el triangulo
rectangulo. El lector no deberia sorprenderse si un estudiante de Ensefianza Secundaria o de
Bachillerato le comunica unas medidas angulares. Aqui debemos aclarar que algunos autores como
Larios (2000) establecen una diferencia entre un problema y un ejercicio, dandole un caracter al
ejercicio de situacion que se resuelve a través de procedimientos rutinarios que conducen a la
respuesta. En este momento tendremos que decidir si el problema anterior es un problema o un
ejercicio. La verdad es que no entendemos si un ejercicio de un texto remarcado fuera del contexto de
un tema concreto se transforma en problema o sigue siendo ejercicio para el estudiante. Ademas, el
calificativo de rutinario pudiera ser para el profesor pero no, necesariamente, para el estudiante. Como
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ejemplo podria indicarse la determinacion del numero de ceros de una funcion real de variable real en
un determinado intervalo.

Se podria entender que todo aquello que no sea aplicar las leyes logicas y la induccion pudiera, desde
un primer instante, quedar al margen de las Matematicas para un estudiante. Asi pues, surge una
cuestion de interés educativo: ;Como puede llegar un estudiante a sospechar que un problema, o su
negacion, tiene una solucion? Otra cosa es si éste es capaz de establecer una resolucion deductiva. Por
ejemplo, si a un estudiante se le solicita que aprenda un limite de una funcidn en un punto, casi siempre
entenderd que ese limite existe, cuando pudiera ser que no existiera como en el caso de la funcién

f(x) = —en el punto 0. ;Quién puede afirmar que si un estudiante no expone una resolucion deductiva

es por falta de conocimiento? Nosotros no podemos afirmarlo, puesto que en algunos casos
confundimos la falta de mana del estudiante con la falta de conocimiento. Un ejemplo donde esto se
suele apreciar es cuando a un estudiante se le solicita una acotacion de alguna expresion numérica o
algebraica; por ejemplo esos famosos €psilon que hay que asegurar eligiendo un delta adecuado que
muchas veces es una fraccion de ese épsilon.

Sin querer generalizar, recomendamos mirar los problemas o los ejercicios de los cuestionarios
referenciados en muchos articulos de la literatura educativa para confirmar que todos esos problemas
poseen solucion. La encuentren, o no, los estudiantes encuestados. Asi pues, un estudiante no
reconocera como problema una cuestion que no sea una aplicacion directa de los resultados tedricos
que estudia; lo que Larios (2000) denomina ejercicio. De Guzman (2007) indica como “verdaderos
problemas” a lo que Larios (2000) denomina problemas.

2. El primer paradigma: Vias heuristica y simbdlica a una pagina oculta

Un ejemplo de problema no reconocible como problema por el estudiante es el siguiente: Utiliza el
libro El Principito para decirme la primera palabra de la hoja cuyo valor es el triple de la suma de sus
digitos.

o
#"' wiamarra

Figura 2. Portada del Libro donde buscar la pagina indicada.

Hemos elegido este primer problema porque se le puede plantear a cualquiera persona y puede ser
resuelto por un estudiante de Ensefianza Primaria, de Ensefianza Secundaria, de Bachillerato y de
Ensenanza Universitaria. La gracia de este problema es su enunciado, donde no se facilita ningin dato
numeérico y que atafie a conocimientos basicos de aritmética entera.

Desde luego, la expresion Problema tiene diferentes significados para las distintas teorias didacticas.
Polya (1962) describia a un problema como una situacion que requiere buscar conscientemente alguna
accion adecuada para lograr un objetivo claro en su concepcion y que no se alcanzara inmediatamente.
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Algunas teorias sustituyen la expresion Problema por alguna otra expresion contenida y basica en los
fundamentos de esa teoria. Charnay (1994) declara que un problema, para un estudiante, puede ser
observado como una terna de componentes: situacion, alumno y entorno. Ademas, anade que el
problema existe s6lo si un estudiante percibe su dificultad. Asi pues, parece indicar que los problemas
son inherentes al aula. Por otra parte, Schoenfeld (1985) indica que un problema es una relacion binaria
entre un individuo y una tarea. Precisamente por esto indica que la dificultad de definir el término
problema no esta absolutamente relacionada con la Matematica.

La muestra de interpretaciones nos indica que la palabra problema puede significar muchas cosas
distintas y con mas de una caracteristica dentro de una lista. Sin embargo, en este articulo utilizamos
una interpretacion general, y accesible a cualquier persona, la que esta recogida en el diccionario de la
RAE, pues dudo que un estudiante de Ensefianza Secundaria o Ensefianza Universitaria tenga otra
concepcion distinta de lo que es un problema.

Dice la RAE de Problema: “Planteamiento de una situacién cuya respuesta desconocida debe
obtenerse a través de métodos cientificos.” Aunque también afiade la acepcion: “Cuestion que se trata
de aclarar”. (RAE, 2023c).

Que hay problemas y ejercicios en la Matematica es una cuestion fundamental en el aprendizaje de los
estudiantes. Pero la existencia de estudiantes que llegan a creer que resolver un problema dentro de
una teoria es una cuestion de practica algoritmica y combinatoria de resultados conocidos (teoremas y
proposiciones), nos hace pensar que esto no es espontaneo en ellos y que es consecuencia del proceso
de ensenanza-aprendizaje elegido por la secuencia de profesores que haya tenido. Ademads, esto
muestra que esa eleccion no es totalmente adecuada o hay algo que no estamos haciendo bien.

Una vision totalmente idealizada de la demostracion rigurosa de los resultados impiden ver que muchos
problemas son formalizados después de tener alguna idea muy imaginativa que denominamos idea
feliz. ;Como se pueden tener ideas felices de una forma natural? La generacion de tales ideas no suelen
ser espontaneas ni en el estudiante ni en le profesor, por ello, hay que buscar por otras vias como la
heuristica y la simulacion mucho antes que intentar la resolucion inductiva-deductiva. La resolucion
matematica debe quedar como un producto final de un largo proceso.

El diccionario de la RAE describe Heuristica como “Técnica de la indagacion y del descubrimiento”,
aunque también recoge “Busqueda o investigacion de documentos o fuentes historicas.” Ademas,
indica que en algunas ciencias la heuristica se entiende como “Manera de buscar la solucion de un
problema mediante métodos no rigurosos, como por tanteo, reglas empiricas, etc.” (RAE, 2023d). Esta
ultima sera la definicion que emplearemos en este trabajo.

Como bien se puede entender la forma de buscar una solucién a un problema no es necesariamente
resolver un problema en Matematicas. Polya (1997) interpretaba que la heuristica que pudiera emplear
un estudiante se centraba en encontrar y buscar soluciones y disfrutar de la experiencia como actividad.
Ademés, interpretaba que la heuristica requiere que se produzca una busqueda creativa, en cierta
medida basada en la experiencia y fruto de una investigacion racional puntual.

Hay muchos autores que hacen referencia a estrategias heuristicas a nivel educativo en relacion con
diversas formas de intentar buscar una supuesta solucion particular, o una aproximacion parcial a una
solucion. En general, son denominadas estrategias heuristicas si se aplica una regla que bien pudieran
no ser usada como directriz de busqueda general pero que tiene un uso especifico.

Se estd utilizando una estrategia heuristica si se restringe convenientemente el conjunto de datos de un
problema para que al estudiante se le facilite la busqueda de soluciones. También, se considera
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heuristico si se elige un camino mas o menos aleatorio al buscar una solucion numéricamente. Es decir,
utilizar la técnica de ensayar una situacién y comprobar si se produce error o no. Por ejemplo, en
Tejada (2017) se asume el tanteo y error como técnica heuristica en educacion.

En general, se suele catalogar de heuristica una estrategia, a un método, a un criterio o algin truco
usado para hacer mas sencilla la solucién de problemas dificiles. Si bien el término heuristico lo uso
por primera vez Einstein en un articulo sobre la luz, fue Polya quien lo hizo popular al indicar (Polya,
1965) que el fundamento de la heuristica es estar acostumbrado a resolver problemas y observar coémo
otros resuelven problemas. Ademas, da una lista de reglas de utilidad ante la dificultad de afrontar la
resolucion de un problema. Hoy en dia se habla del conocimiento heuristico como un tipo especial de
conocimiento usado por los humanos para resolver problemas complejos (Wikipedia, 2023).

Para hacer frente heuristico a nuestro paradigma empleamos la simple busqueda en bruto, pero con
medios tecnologicos. Definimos una pila de objetos de GeoGebra de manera que las paginas de un
libro quedan marcadas por tres deslizadores, uno para las unidades, U, otro para las decenas, D;g, y
otro para las centenas, C;¢o. Cada uno de estos deslizadores s6lo toma los valores enteros desde el 0 al
9 de forma que se construyen los nimeros 100C; 4o + 10Dy + U; y 3(U; + Do + C1p0) al manipular
los deslizadores. Ahora la busqueda heuristica es muy simple, puesto que s6lo se requiere manipular
sistematicamente las posiciones de los deslizadores de manera que esos dos numeros coincidan.

‘ Triple de la suma

Pagina n° de los digitos
f{ 7 27 ‘ 27
Igualdad

Figura 3. Aplicacion heuristica con GeoGebra para el primer paradigma.

Es claro que en esta actuacion se ha utilizado un registro de representacion metaforico, puesto que un
nimero es sustituido por los valores que tienen tres deslizadores independientes. A su vez, cada
deslizador es un registro de representacion analodgico dado que el valor de cada unidad se entiende
como la posicion de un punto del segmento que define el deslizador.

Esta es una de las posibles vias heuristicas que el profesor puede presentar para afrontar el problema
y para que el estudiante tenga la certeza de que la solucion existe. Asi pues, al estudiante le queda
emplear el método matematico de resolucion del problema.

Otra forma de llegar a la certeza de que el problema posee solucion es empleando la via de la
simulacion. El diccionario de la RAE describe Simulacion como “accidon de simular” y Simular como
“representar algo, fingiendo o imitando lo que no es”.

Para este paradigma emplearemos otra aplicacion en GeoGebra y haremos referencia a los registros de
representacion simbolico, algebraico y grafico. El simbdlico se reconoce al emplear como nimero de
una pagina una variable real x que esta definida en el intervalo [1,99], aunque también aparece el
registro analogico al hacer la trasposicion de una incognita entera por una variable real. El registro

algebraico se reconoce en las expresiones de las unidades [x] — 10 [%] y de las decenas [%], donde [x]

representa la parte entera del numero real x.

El registro grafico es notorio al representar las graficas de la funcién f(x) = x y la funcién g(x) =

5(0a-9[2)
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Con esos elementos definidos, se realiza la busqueda de algiin punto en comun de esas dos graficas,
puesto que un posible punto comun implica encontrar una solucion al problema. Dada la naturaleza de
funcion g discontinua en los valores enteros, hacemos uso de un deslizador que toma valores enteros
desde 1 al 99 y que hace mostrar un punto rojo y comprobar que se trata de un punto comun. En la
figura 4 parecen existir dos puntos en comun, pero el uso del deslizador muestra que sélo hay uno.

-1s -1o = [ 5 o 15 0 3 30 35 4

Figura 4. Determinacion grafica de solucion al primer paradigma.

Esta via simulada otorga al estudiante la certeza de que la solucion existe y s6lo le queda describir la
resolucion mediante el método tradicional. Ahora bien, esta simulacion esta pensada mas para que el
profesor se la muestre a sus estudiantes, puesto que de inicio un estudiante no usara funciones definida
a trozos como la funciéon g(x).

Aqui destacamos que el paso inicial para resolver un problema es tener la conviccion de que ese
problema tiene solucién. También destacamos que tener cierta creencia de que existird soluciéon a un
problema no es nada facil, al menos para el profesor. En el caso del estudiante es distinto, puesto que
entiende que en el contrato didactico del profesor y el estudiante figura la seguridad de que el profesor
propondra problemas que poseen solucion y podra resolver.

Dos preguntas emergen sobre la heuristica y sobre la simulacion. La primera es: ;Conoce el estudiante
el uso sistematico de estas vias? La respuesta es negativa si el profesor no las emplea en el aula. La
segunda: ;Tiene el estudiante capacidad para afrontar por si s6lo este tipo de acercamiento? Al
estudiante se le presupone la capacidad de aprender, por lo tanto puede aprender este tipo de
acercamientos. Ademds, esa capacidad serd reconocida si el profesor fomenta el uso de esas vias, al
ser estos acercamientos muy estéticos empleando tecnologias informaticas. Estas vias seran aprendidas
de la misma forma y al mismo tiempo que se aprenden los contenidos matematicos. Con la utilizacion
de estos métodos le mostramos al estudiante que la Matematica tiene una componente experimental
aunque se tenga que hacer una comunicacion formal.

3. Via erudita del primer paradigma y experimentacion con profesores.

Si bien el libro elegido para este problema tiene menos de 100 paginas, entendemos que el problema
debe ser resuelto para libros con menos de 1000 paginas, pues con mas de ese nimero de paginas hay
pocos libros de acceso general. Este mismo problema con otro libro se lo propusimos a una muestra
de 16 profesores de Ensenanza Secundaria que fueros estudiantes de mis dos cursos de Formacion
Permanente del Profesorado; cursos de actualizacion continua del profesor de Matematicas. El objetivo
que nos propusimos es ver como se desenvolvian esos profesores de la muestra, pues son la punta de
lanza antes de que estas vias sean adoptadas por sus estudiantes. Se les presentd el problema como
primer reto, el cual debian contestar, y nosotros esperdbamos la respuesta correcta desde el punto de
vista matematico siguiendo un método algebraico.
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La via matematica para resolver este problema debera seguir los pasos del método deductivo de la
Escuela de Atenas, para ello, se hace hincapié en el significado de la escritura posicional decimal de
un nimero natural.

Consideradas las unidades U, las decenas D y las centenas C, entonces se cumple la igualdad 100C +
10D+U=3U+D+C) con la restriccion U+D+C <28 puesto que U,D,CE€E
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Asi pues, resolver el problema consiste en resolver el sistema diofantico formado
100C +10D+U =3(U+D +C)
U+D+C<28 '

También puede verse como una ecuacion lineal con una restriccion. Precisamente esa restriccion
impone que el nimero de centenas sea 0, con lo cual queda la ecuacion 7D = 2U. Como mcd{2,7} =

por una ecuacion y una inecuacion de tres variables {

Uu=7
1, entonces la unica solucién posible es {D = 2 .
C=0

En la experimentacion resultd que todos los profesores dieron la solucidon correcta, 27, aunque se
restringieron a libros de menos de 100 paginas. Doce profesores escribieron una unica ecuacion con
tres incognitas: 10D + U = 3(U + D). De esta ecuacion obtuvieron la ecuacion 7D = 2U, que fue
resuelta de forma heuristica; es decir, por prueba y error. Esto fue asi, puesto que nadie hizo referencia
a que mcd{2,7} = 1 y la divisibilidad entera. Los cuatro restantes no expusieron el método de
resolucion.

Una vez que contestaron 27, se les pregunt6 la existencia de otras paginas que cumplan una misma
propiedad. Cuatro profesores creian que habia otras paginas que cumplian esa propiedad en libros de
1000 péginas, o mas.

Antes de darles la resolucion formal del problema, les propusieron nuevos retos cuando se generaliz6
la propiedad de seriguala 3(U + D + C) y se cambi6 por 4(U + D + C),por 5(U + D + C),... hasta
9(U + D + C). Nuevamente todos dieron la solucion correcta intentando seguir el método que habian
utilizado anteriormente.

Queda patente que este problema de Matematicas Recreativas puede ser abordado desde diversas
perspectivas, incluso la formal, otra cosa es que la resolucion sea mas o menos rigurosa. Destacamos
que se asumid ese enunciado sin datos como problema a resolver y que los profesores no tuvieron
reparo alguno en entender lo que significaba resolver ese problema. Nos sorprendié que a la vista de
la solucidn erudita, los profesores no situaran al problema en alguna parte del curriculum académico
que desarrollaban con sus estudiantes en clase. La razén era simple, se trataba de un sistema formado
por una ecuacion y una inecuacion y ese tipo de sistemas no se trataban en Secundaria. Sin duda, algo
hicimos mal en la experimentacion, pues no los convencimos.

En este trabajo hemos asumido la definicion del diccionario de la RAE sobre la palabra Problema:
“Cuestion que se trata de aclarar” y asumimos la Resolucion de Problemas como la acepcion de
Problema del diccionario: “Planteamiento de una situacion cuya respuesta desconocida debe obtenerse
a través de métodos cientificos”.

Algo tradicionalmente reconocido como el concepto de Problema, que se plantea de alguna forma
como una pregunta que bien puede ser descrita mediante un posible enunciado, no es reconocido tan
facilmente en algunas teorias didacticas, puesto que la forma de presentar el problema parece ser
esencial, cuando basicamente un problema es una pregunta que puede formular cualquiera y que éste
no sabe la respuesta de antemano.
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Si la idea de problema puede ser méas o menos genérica, resulta que en Gascon (1994) se escribe sobre
la notable ambigiiedad en la terminologia “resolucioén de problemas”. Este autor indica que existe una
conviccion ampliamente compartida por la comunidad matematica de que la resolucioén de problemas
juega un papel fundamental en la ensefianza de las matematicas, pero resalta que el término resolver
un problema de matematicas depende esencialmente del modelo epistemologico de los términos:
problema, ensefar y aprender. De Guzman (2007) indica que con la resolucion de problemas se intenta
transmitir aquellos pensamientos de utilidad en la resolucion de éstos, y esto se hace de forma
sistematica.

En ese trabajo se recogen distintas interpretaciones de la cuestion, que el autor denomina perspectivas
de la resolucion de problemas. En este caso, simplemente hemos entendido que resolver un problema
es dar una respuesta adecuada al reto planteado mediante un enunciado mas o menos preciso. Ademas,
aceptamos la idea ampliamente reconocida por todos los profesores: “hay que resolver problemas en
Matematicas”, y es por ello, que todo aquel que estudid hace tiempo matematicas, recuerda los
problemas que contaba su profesor de Matematicas, al menos algiin enunciado.

4. El segundo paradigma: El movimiento por el perimetro de un cuadrado

Si bien el primer problema se traté con un grupo de profesores con el objetivo de que se concienciaran
de las dos vias remarcadas y la importancia que pudieran tener en su labor profesional, no podiamos
dejar pasar de actuar segiin esas vias con los estudiantes. Por ello, consideramos que un segundo
problema pueda ser iniciado mediante estas vias con estudiantes directamente.

La eleccion de este ejemplo estd motivada, por un lado, por tratar dos conceptos tan importantes en
Matematicas como son el de variable real y el de funcion real de una variable real. Por otro, por un ser
problema que puede ser resuelto desde la Ensefianza Primaria hasta Ensefianza Universitaria sin
muchas consideraciones. Ademas, el enunciado no aporta dato numérico alguno como en el caso
anterior. El enunciado es: Determina la distancia a la que estd una hormiga que avanza por un cuadrado,
de un determinado vértice, en funcion de lo recorrido por la hormiga, ver figura 5.

Figura 5. Recorrido posible en el segundo paradigma.

Es evidente que se entiende que la hormiga sélo puede moverse por el perimetro del cuadrado. En esta
situacion, remarcamos que la hormiga puede disponer de tiempo que precise para moverse o puede
estar parada, puesto que no es el tiempo la variable independiente que utilizamos. Lo inico que no
puede hacer la hormiga es retroceder. Una cuestion que pudiera ser elemental, pero que el estudiante
no tiene claro desde el inicio, es que el sentido del recorrido no modifica la expresion de la funcion
distancia al vértice. Esto es un primer resultado heuristico obtenido al realizar una secuencia de
medidas de la distancia en uno y en otro sentido.

Al ver el cuadrado de la figura 5 pudiera pensarse que el estudiante de Ensefianza Primaria pudiera
tener dificultades para afrontar este problema, pero esto no es asi puesto que el resultado de mayor
nivel que se requiere es el teorema de Pitagoras. El principal escollo que encuentra un estudiante de
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Ensefianza Secundaria con esa figura es que cree que debe utilizar la expresion que determina la
distancia entre dos puntos del plano, pues la figura es plana y se solicita la distancia entre dos puntos.

En muchas ocasiones disponer de un dibujo, o boceto, permite al estudiante ejemplificar una situacion
concreta, esta es una de las reglas de Polya. Un profesor debe forzar la situacion para que el estudiante
dibuje un cuadrado de lados no paralelos a los margenes del folio donde dibuja, puesto que suele
dibujar un cuadrado de lados paralelos a los margenes, sobre todo si es de papel cuadriculado. En
esencia, da lo mismo como lo dibuje, pues en este problema solo interviene el cuadrado y un vértice
de éste y lo que mide la distancia recorrida por la hormiga. Una lista de objetos declarados en GeoGebra
permitira simular la resolucion del problema cuando se asigna una medida al lado.

Laboratorio de Simulacién Matematica

[ ] Distancia de un punto a otro de un cuadrado
Miguel Delgado Pineda. 2020

Facultad D. Matematicas
de Ciencias [JFundamentales

Figura 6. Imagen inicial de la simulacion GeoGebra.

Al interactuar con la aplicacion para elegir el vértice, la longitud del lado, 2, y modificar la posicion
de la hormiga mediante un deslizador que toma valores entre 0 y 1 con un salto de 0.01, se pueden
obtener dos aproximaciones a los registros grafico y tabular de la funcién solicitada, seglin la hormiga
avance por cada uno de los lados. El recorrido se presenta en color verde y la distancia en color azul.
El vértice se dibuja en rojo y la hormiga queda representada por el punto negro, ver figuras 7-9.

3

1.6

-1 o ¥ 2

Figura 7. Vista de la simulacion segun se recorre el primer lado.

2.64

-1 0 1 272 3 3

Figura 8. Vista de la simulacion segun se recorre el segundo lado.
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2.11

a 0 1 2 5.3 4 5 6

Figura 9. Vista de la simulacion segun se recorre el tercer lado.

0.84

a 0 1 2 3 7.8 5 6 7 8

Figura 10. Vista de la simulacion segtn se recorre el cuarto lado.

Debe quedar claro que en este proceso simulado se ha obtenido una aproximacion gréafica construida
punto a punto. Que nosotros veamos una linea continua es debido a nuestra capacidad visual que no es
capaz de distinguir dos pixel en pantalla, muy proximos. También dejamos claro que esta simulacion
fue mostrada por el profesor en sesion de trabajo al grupo completo después de las actuaciones
experimentales de todos los estudiantes.

Un acercamiento heuristico fue experimentado con estudiante universitarios mexicanos bajo la
supervision de la doctora Magally Martinez Reyes (UAMEX, México) con la que ya hemos publicado
varios articulos en relacion a este problema (Delgado y Martinez, 2023a; Delgado y Martinez 2023b).
Con un primer grupo se experimenté midiendo directamente en cuadrados dibujados en el suelo del
patio (una sesion de clase), midiendo en un cuadrado dibujado en la pizarra blanca (otra sesion de
clase) y utilizando las herramientas de medida de GeoGebra en un cuadrado dibujado en la pantalla de
otro un computador (otra sesion de clase). Se tuvo una muestra de treinta y cuatro estudiantes de
Ingenieria de Computacion (primer curso) que se distribuian en equipos de cuatro a cinco integrantes.
Una sesion de clase sirvio para hacer la reunion de todo el grupo en conjunto, mostrandose la
simulacion anterior.

Figura 11. Vista de los experimentos con 34 estudiantes de Ingenieria de Computacion.

Similar experiencia se realizd con otro grupo de sesenta estudiantes de Ingenieria Electrénica y
Telecomunicaciones analogamente agrupados de la Universidad Politécnica de Texcoco. En esta
ocasion dibujaron un cuadrado directamente en la tierra y midieron en una sesion fuera del aula.

11
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Figura 12. Vista del experimento con 60 estudiantes de Ingenieria de Electrénica.

Todos los grupos de estudiantes tuvieron un primer escollo que fue dibujar un cuadrado, cosa que en
general no es nada facil aunque pudiera parecerlo. En la experimentacion se les doté de un protocolo
que debian comprobar antes de hacer mediciones (Guia de experimentacion). También se les presentd
otro protocolo que debian rellenar adecuadamente para hacer una secuencia de medidas del recorrido
y de la distancia. En la figura 13 hay una respuesta grafica construida por un grupo de esos estudiantes
que puede servirnos de ejemplo.

Recorrido

Figura 13. Respuesta grafica de un grupo de estudiantes de Ingenieria.

Conviene analizar la respuesta grafica de la figura 13. Es claro que se realiz6 una secuencia de dieciséis
medidas del par (recorrido, distancia). Parece que se realizaron sobre un cuadrado de lado cuatro
unidades de algun tipo, realizando cuatro anotaciones por lado. Ahora bien, esto no es asi puesto que
trabajaron con un cuadrado de lado unidad. La grafica mostrada se construye al tomar subdivisiones
de los lados de igual longitud y en lugar de mostrar longitudes de recorrido y distancia muestra nimero
de subdivisiones y distancia, sin hacer referencia al cambio de escala en cada eje.

También se observa que la realizacion de las medidas de las distancia no fueron correctas del todo, es
decir, hubo errores. Esto se debe a varias causas: error producido al medir, error al anotar medidas y
error al graficar los puntos de esa secuencia, puesto que los cuadrados cumplian los requisitos del
protocolo establecido. Esto nos permite afirmar que un proceso heuristico no es algo que se pueda
ejecutar sin la debida atencion y evitar no producir efectos indeseados. Experimentar si, pero con
mucho cuidado. El simple hecho de obtener un cuadrado base de la experimentacion debe ser eso, un
cuadrado y no algo parecido.

En realidad los estudiantes obtuvieron un registro tabular del que intentaron obtener un registro grafico.
Nos sorprende por un lado que unos estudiantes universitarios realizaran interpolacion lineal entre dos
puntos consecutivos. Esto refleja la forma en la cual se enfrentaron al concepto de funcién en sus
primeros momentos en otros niveles académicos. Por otro lado, que se interpold sin hacer referencia
a la continuidad de la funcién y se dibujé continua sin ninguna explicacion.

Es claro que las cuatro primeras medidas y las cuatro ltimas se corresponde con dos tramos rectos,
pero las otras ocho medidas no correspondieron a tramos rectos. Ese detalle no incomodoé a los
estudiantes ni gener6 la necesidad de una revision de las medidas realizadas, incluso después de
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interpolar. Los estudiantes no emplearon una nube de puntos mas fina en esos tramos no rectos para
asegurar un acercamiento mas preciso en esos tramos. Esto nos indica que, aunque los procesos sean
heuristicos, el profesor debe ensefiar la forma correcta de ejecutarlo para que estos acercamientos sean
utiles de verdad.

Ningln grupo ofrecid una expresion explicita de la funcién buscada. La funcidn respuesta no es de
expresion unica puesto que es una funcion definida a trozos. Los estudiantes buscaban una expresion
unica y ninguna de las funciones conocidas tenia una grafica similar. Se trata de una funcion no
negativa acotada, continua en su dominio, no derivable en algunas partes de su dominio, justo para los
valores del recorrido en los que la hormiga cambia de lado.

Si la hormiga s6lo recorre una Unica vez ese perimetro y la medida del lado es 2, se trata de la
funcion de la de la figura 14.

Figura 14. Grafica de la funcion a una vuelta.

Si la hormiga recorre indefinidamente ese perimetro y la medida del lado es [, entonces es una
funcion cuyo dominio es toda la semirrecta [0, 00), periddica de periodo 4/, con puntos maximos
locales para los valores del recorrido (4k + 2)I y puntos minimos en los valores 4kl para cualquier
k entero positivo. El valor minimo absoluto es 0 y el méximo absoluto es V2 I. Su expresion
explicita estd contenida en la figura 15.

4kl < x < (dk+ 1)1
P4+ (x—-1)2 (@Ak+1)i<z<(4k+2)1

Bl —2)? (4k +2)l <z < (4k +3)I
3l < (4k+3)l <z < 4(k+ 1)l

Figura 15. Expresion explicita de la funcion sin parada de la hormiga.

5. El tercer paradigma: La distancia de un punto a otro de un cuadrado

Si bien el segundo problema estaba pensado para que pudiera seguir las dos vias cualquier estudiante
desde la Ensefianza Primaria hasta la Ensefianza Universitaria, en este tercer problema nos restringimos
a estudiantes de Bachillerato y estudiantes universitarios. La razon es la necesidad de saber determinar
la distancia entre dos puntos del plano para cuando se requiera determinar la expresion explicita de la
funcion objetivo. Con este ejemplo abundamos en tratar con la funcion real de una variable real.
Ademas, al igual que con los anteriores problemas, el enunciado no aporta dato numérico alguno. El
enunciado es: Determina la distancia a la que estd una hormiga que avanza por un cuadrado, de un
determinado punto del plano en funcion de lo recorrido por la hormiga.
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Figura 16: Recorrido posible en el tercer paradigma.

A este problema le corresponde una serie de generalizaciones del segundo problema, puesto que se
dota de dos grados de libertad al punto desde el cual se mide la distancia con la situacion de la hormiga.
El problema puede ser resuelto por estudiantes de primaria y de secundaria si el punto esta situado en
el perimetro del cuadrado. En este caso tan solo se requieren técnicas basicas como el teorema de
Pitagoras.

Este problema no fue planteado a los grupos de estudiantes que trataron el caso del punto en un vértice
del cuadrado, pues no tenia sentido en vista de los resultados del problema inicial. Fue presentado en
el modo simulacion en las Jornadas de Innovacion Matematica eXIDO 2021.

La simulacién empled la misma aplicacion GeoGebra que se muestra en la figura 6, puesto que esa
aplicacion permite variar los vértices del cuadrado y el punto marcado en rojo como puede apreciarse
en la figura 17. La seleccion del punto rojo y la posicion y longitud del lado se pueden modificar al ser
seleccionados con el raton y ser desplazados.

Se pueden replicar todas las actuaciones realizadas con el segundo paradigma. Asi pues, al interactuar
con el deslizador que controla la posicion de la hormiga se obtienen las graficas que se construyen
punto a punto, de la funcion distancia. Estas graficas tienen una familiaridad con las funciones del
segundo ejemplo en el caso de que el punto sea exterior al cuadrado como se puede ver en la figura
18.

Distancia de un punto a otro de un cuadrado
o - ‘ :{:::!d B [ cuadricula) (No cumdricula

Figura 17. Vista del control de laboratorio de simulacion.
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0
-1 o 1 2 3 R7 4 5 6 7

Figura 18. Vista de la construccion de la grafica.

Es claro que se dispone de una grafica patron de una unica vuelta muy similar al de la primera vuelta
del segundo problema. Si la hormiga recorre indefinidamente ese perimetro y la medida del lado es [,
entonces se obtiene una funcion cuyo dominio es toda la semirrecta [0, ), periddica, de periodo 41,
con puntos maximos locales para los valores del recorrido (4k + 2)! y puntos minimos en los valores
4kl para cualquier k entero positivo. A diferencia del segundo ejemplo, en este caso el valor minimo
absoluto es un numero positivo (distancia del punto al cuadrado).

Los estudiantes deben saben que un movimiento del plano no afecta ni a la longitud de los segmentos
ni a los dngulos. Esto permite afrontar la determinacion de la expresion explicita de la funcion distancia
estudiando el caso que se muestra en la figura 19. Es decir, se utiliza el caso de un cuadrado de lados
paralelos a los ejes coordenados. Si se considerara el punto de coordenadas (a, b) como la imagen del
punto Ci, por el movimiento que transforma el cuadrado inicial en el cuadrado con el vértice en (0,0)
y lados paralelos a los ejes.

Figura 19. Reconstruccion del problema.

Con esta transformacion del problema se facilita al estudiante determinar las coordenadas de la
posicion de la hormiga y, por tanto, aplicar facilmente la expresion de la distancia entre los dos puntos;
el marcado y el de la hormiga. La funcion distancia se describe explicitamente como una funcion
definida por partes, concretamente, cuatro partes, una por cada lado como puede verse en la figura 20.

I—a2+b—z+02 (@k+1)<

1 —ikk -+ .|—1 —+ I: |"_J — I-1 {:_“1_ = 2 )
a2 + (b — 4l + x)? :

Figura 20. Funcion distancia f dependiente del recorrido x.

En el caso de que el punto esté situado en el interior del cuadrado, la forma de la grafica de la funcién
es totalmente diferente al caso anterior, como puede verse en la figura 21.
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Figura 21. Grafica correspondiente a un punto interior.

En este caso la grafica de la primera vuelta tiene cuatro puntos minimos relativos en puntos donde la
funcién es derivable. También, tiene tres puntos méaximos relativos, sin contar los extremos del
intervalo, en puntos donde la funcion no es derivable. Esto se aprecia mucho mejor en el caso de que
el punto sea el centro del cuadrado, como se aprecia en la figura 22.

g

1 0 1 2 3 4 5 B 7 8

Figura 22. Gréfica correspondiente al centro del cuadrado.

Se puede pensar en que unos estudiantes podrian hacer un acercamiento heuristico similar al realizado
por los estudiantes de las muestras del segundo paradigma.

6. El cuarto paradigma: El angulo corneado de Euclides

Una cosa esta clara para casi todos los matematicos e investigadores: “investigar es afrontar un
problema con el fin de saber si tiene solucion, resolver un problema del cual se desconoce la solucion
o resolver un problema del cual no se conoce el método empleado que llega a la solucion™.

Si bien los tres primeros problemas fueron pensados para ser tratados por estudiantes, este cuarto
problema se restringe a estudiantes de postgrado, profesores e investigadores. Esto

es asi dada la necesidad de una formacion matematica. Al igual que los anteriores

problemas, el enunciado no aporta dato numérico alguno, pero en este caso hay que

comenzar con un proceso de busqueda de informacion en la literatura. El enunciado

es: Generalizar la definicion de angulo rectilineo para determinar una forma de medir

el “angulo”, angulo corneado, que forman una circunferencia y la recta tangente en un punto a ella.

Lo primero que nos puede sorprender es que alguien no entienda que ese angulo es nulo y que mide 0
radianes, puesto que el angulo entre dos curvas que se intersecan se define como el angulo entre las
dos rectas tangentes de las dos curvas en el punto de interseccion. Pero siempre ha habido y hay
personas que ven el problema desde otra perspectiva. Personas que se apoyan en un estudio
epistemologico de la cuestion que tratan. En este caso el problema a resolver tiene su primera referencia
en los Elementos de Euclides (siglos 4° y 3° a.C.) y corresponde a la definicion de angulo: “Un angulo
plano es la inclinacién mutua de dos lineas que se encuentran una a otra en un plano y no estan en linea
recta”. También, se indica en los Elementos: “Cuando las lineas que comprenden el &ngulo son rectas,
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el d&ngulo se llama rectilineo”. Ademas, La proposicion 16 del Libro III asegura la existencia del angulo
corneado, con el siguiente enunciado: “El angulo corneado es menor que cualquier angulo rectilineo
agudo”.

El concepto de medida de un angulo corneado serd mas o menos claro en funcion la definicion de
angulo que utilicemos. La forma de medir es un problema que han tratado a lo largo de la historia
matematica muchos grandes matematicos y se sigue tratando incluso con técnicas diferenciales. Ahora
bien, dudamos que Euclides pudiera pensar en emplear una definicion muy compleja, pues no tenemos
que olvidar como definen los Elementos algunos objetos geométricos elementales. Por ejemplo, Un
punto es lo que no tiene partes. Una linea es una longitud sin anchura. Una superficie es aquello que
solo tiene longitud y anchura. Hoy en dia interpretariamos que ;jun punto tiene 0 partes? ;Una linea
tiene 0 anchura y longitud distinta de 0? ;Una superficie tiene longitud y anchura distintas de 0? Ahora
bien, los griegos actuaban con elementos reales observables y en general trataban con magnitudes
enteras y con magnitudes comensurables, aunque detectaran magnitudes incomensurables. No usaban
elementos degenerados a partir de elementos reales como lo es el angulo de medida 0. Entendian la
posible deformacién sucesiva de los objetos reales s6lo con un caracter potencial, asi pues, la recta
actual se correspondia con la deformacion continua de un segmento rectilineo (linea recta), que eran los
objetos que empleaban en sus definiciones.

Hoy en dia la nociéon de angulo plano que se usa es la que usan los estudiantes de Ensefianza
Secundaria: “Porcion del plano comprendida entre dos semirrectas que tienen un origen comin”, que
coincide con la definicion dado por la enciclopedia Wikipedia (espanol): “un angulo es la figura
formada por dos semirrectas, llamadas lados, que comparten un punto final comun, llamado vértice”.
Esta definicion no recoge la version de angulo corneado. Sin embargo, la definicion del diccionario de
la RAE: “Figura geométrica formada por dos lineas planas que concurren en un punto, ...” si ampara
la definicion de Euclides y al angulo corneado.

Podemos intuir que la cuestion de porcion del plano entre dos lineas es medible y su medida es no
nula, o ;no? Una circunferencia y una recta tangente a ella forman un angulo corneado (dos, uno a
cada lado) y nuestra intencidn es saber cual es su tamano. Segin la RAE, se entiende por “tamafio de
un cuerpo” una propiedad que puede ser medida. Precisamente aqui esta el problema importante, como
medir ese angulo corneado, asi pues la dificultad no es esencialmente si un angulo corneado se trata
de angulo o no.

Al consultar Wikipedia sobre el 4ngulo y su medida aparece: “La medida de un angulo es considerada
como la amplitud del arco de circunferencia centrada en el vértice y delimitada por sus lados™, y se
afiade “Su medida es un multiplo de la razon entre la longitud del arco y el radio. Su unidad natural es
el radian...”. Es claro que esta enciclopedia reserva la palabra angulo para el plano. Sin duda, existen
otros tipos de angulos; angulo diedro y angulo triedro. Estos Gltimos son parte de un cilindro o parte
de una esfera. Debemos observar que haya un protocolo de actuacion para medir un angulo diedro en
el cual se mide el angulo plano correspondiente a una seccion perpendicular al cilindro. Asi pues,
debemos buscar una forma de medir para el 4ngulo corneado. Ya decia Proclo (siglo 5* d. C.) que un
angulo debe ser una cualidad o una cantidad, o una relacion, y nos interesa determinar la cantidad del
corneado.

Lo primero que se puede intentar es ver si la medida se corresponde con un arco de circunferencia, y
de esa forma podra medirse. Lo primero que se nos ocurre es analizar la region del plano delimitada
por las dos lineas; la circunferencia y la recta tangente. Con un angulo se tiene cualquier interseccion
de un circulo, centrado en el vértice, con la region del angulo. Esta interseccion presenta una muy
buena propiedad: que forma figuras congruentes si se cambia el radio del circulo. Esto se puede
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apreciar en los casos que se muestran en la figura 23. Es decir, se tienen tridngulos semejantes, lados
semejantes, sectores circulares semejantes. En definitiva, en esas figuras no importa lo que midan los
lados pues el angulo mide lo mismo. Esto es bésico, pues tenemos un resultado que denominamos
Teorema de Tales (el actual) en reconocimiento al teorema de Tales de la Grecia clasica
correspondiente a las magnitudes que utilizaban.

AN

Figura 23. Vista de las intersecciones de circulo y angulo.

Con los angulos corneados que estamos tratando no ocurrelo lo mismo como puede apreciarse en la
figura 24. No se obtienen triangulos semejantes, ni lados proporcionales, ni angulos rectilineos iguales.

y\//\@

Figura 24. Vista de las intersecciones de circulo y angulo corneado.

Incluso puede darse la situacion de que el circulo usado para la interseccion contenga a toda la
circunferencia como puede verse en la figura 25.

Figura 25. Vista de una interseccion de circulo y angulo corneado.

Nuestro acercamiento al problema se realiza con una aplicacion GeoGebra que permita simular este
tipo de angulo corneado para cualquier circunferencia y su recta tangente horizontal. Asi pues, se inicia
un proceso heuristico, apoyado en la simulacién, buscando alguna caracteristica que se mantenga
constante; mas o menos.
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Es razonable suponer que la posible medida de este tipo de angulo corneado sea independiente del
radio de la circunferencia. Esta suposicion va en contra de aquellos matematicos que a lo largo de la
historia decian que la medida dependia del radio: “... este angulo si era una magnitud porque era
posible observarlo visualmente y aseguraba que el tamafio de este variaba dependiendo de qué tan grande
o pequefia fuera la circunferencia”; véase como lo afirma Briting (2012). Entendemos que si se puede
considerar un arco de circunferencia para medir el angulo corneado, entones el factor escala (radio) no
debe afectar dado que la posicion relativa es la misma. Es decir, la medida del dangulo corneado de
cualquier circunferencia con una recta tangente debe ser la misma.

La primera busqueda se inicid con un circulo cualquiera y se resaltaba el punto de corte con la
circunferencia y se le dotaba de la propiedad de dejar rastro. De esta forma podiamos analizar qué
sucedia si se cambiaba el radio de la circunferencia mientras que la recta tangente se mantenia fija y
el circulo correspondia al mismo punto (relativo) de didmetro perpendicular a la tangente. En la figura
26 se puede observarse la trayectoria (linea gruesa) de ese punto de corte al variar el radio con un
deslizador GeoGebra. Es una trayectoria en linea recta

(D0

Figura 26. Vista del punto interseccion y trayectoria recta.

Para asegurar disponer de un circulo, a ciegas, que tuviese interseccion con la circunferencia se
considero el circulo de igual radio y centro el punto de tangencia, y le denominamos circulo candnico
del angulo corneado El efecto del cambio de radio se aprecia en la figura 27.

Do,

Figura 27. Vista de la interseccion y trayectoria con el circulo canonico.

El segmento rectilineo que une el punto de interseccidon y el punto de tangencia es un lado del hexagono inscrito

. . , , . . , . T .
en la circunferencia. Asi pues, el &ngulo que forma la tangente y el radio perpendicular a ésta mide 3 radianes.

s
Luego el angulo del segmento y la tangente mide . radianes.
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En la figura 28 se aprecian tres triangulos; uno rectilineo que nos ha permitido determinar un angulo, uno
curvilineo formado por el segmento, la tangente y el arco de circulo; y un tercero curvilineo formado por la
2
r T 1
circunferencia, el circulo y la recta tangente. La medida del area de este ultimo es Py ( PR ); el dibujado

en oscuro en la figura 28.

Figura 28. Triangulo rectilineo y triangulos curvilineos.

Encontrar una propiedad constante independiente del radio de la circunferencia mediante un proceso
de simulacion nos permite aventurarnos a definir /a medida de ese angulo corneado como la medida
del angulo rectilineo formado por la semirrecta tangente y la semirrecta que contiene a la cuerda que
une al punto de tangencia y al punto de la semicircunferencia contenido en la mediatriz del radio
perpendicular. Una vez admitida esa definicion, podemos indicar que la naturaleza del angulo corneado
no es similar a la naturaleza de angulos rectilineos.

7. Conclusiones

Aunque hay diversas interpretaciones didacticas y psicologicas dentro del marco de la Matematica
Educativa del concepto Problema de Matematicas, se ha optado por la definicion tradicional que recoge
el diccionario de la RAE por ser la definicion mas ampliamente conocida por tradicidon matematica.
Igualmente existen en el &mbito de la Didéctica de la Matematica muchas interpretaciones de lo que
representa la expresion Resolucion de Problemas; sin embargo, hemos asumimos la concepcion de
Resolucion de Problemas como la respuesta desconocida a un problema que debe obtenerse a través
de métodos matematicos, pues es la mas ampliamente divulgada y empleada en el dia a dia del
estudiante, docente e investigador. Es decir, hemos optado por unas interpretaciones tradicionales,
aunque pudieran parecer ingenuas y no se ajusten a ciertas consideraciones didacticas. Los problemas
de Matematicas existen mucho antes que muchas teorias didacticas y no siempre se requiere una
redefinicion para entenderlo.

Una via tradicional de resolver un problema se puede interpretar como un grafo que une los tres vértices
de un tridngulo de resolucion: Problema, Deduccion e Induccion. Ese grafo debe unir la base con el
otro vértice. Sin duda, se puede entender que se dibujen distintos grafos, de igual forma que de algunos
problemas se conocen distintas formas de resolverlo, ver figura 29.



Aproximacion a la resolucion de problemas mediante un proceso heuristico o una simulacion

A

Resolucion
de
Problemas

Deduccion Induccion

Figura 29. Espacio tradicional de la resolucion de un problema.

Nosotros optamos por un espacio de resolucion de un problema no triangular. Nuestra imagen es la de
una estrella de cinco puntas, véase figura 30, y si bien la resolucion se asemeja a establecer un grafo
que une las puntas inferiores con la superior. Con esta imagen queremos visualizar la forma de abordar
un problema basado esencialmente en la deduccion o induccion. Emplear el método deductivo o el
método inductivo es la meta cuando afrontamos la resolucion de un problema.

Si bien la meta puede estar oculta de primera mano, no es menos cierto que tratar un problema de
forma heuristica o de forma simulada nos puede convencer de que existe esa meta. En los ejemplos
que hemos presentado se ha buscado una de esas alternativas que pudieran facilitar la resolucion
formal. Empleando la analogia del grafo, nadie puede negar que la resolucion se puede iniciar con un
grafo que une alguna de las dos puntas laterales de la figura 30. Este grafo previo se puede conectar al
grafo que une las puntas inferiores con la superior. Asi pues, podemos generalizar la idea de resolucion
de problemas haciendo uso previo de la heuristica o de la simulacion.

\

Resolucion de
Problemas

He,
Yy, . o
2 cq glacio”

Sim

Deduccion Induccion

Figura 30. Espacio real de la resolucion de un problema.

Cada uno de los ejemplos que se han presentado han sido experimentado; uno con profesores y otro
con estudiantes y el ultimo por el propio autor dada la naturaleza del problema. Sin duda la
experimentacion muestra que los métodos heuristicos empleados deben ser aprendidos para que tengan
eficacia y no queden sepultados entre los errores de medidas, o calculos, en la experimentacion. Los
profesores deben entender que la Matematica tiene cierto caracter experimental, heuristico o simulado,
que deben poner en practica para que la resolucion de los problemas llegue a los estudiantes con la
mente abierta al formalismo. En el primer ejemplo, se propuso que los profesores viesen esa
matematica experimental como tal y para que les sirviera de referencia en su tarea docente. En el
segundo ejemplo, se propuso ver la forma en la cual los estudiantes aceptan esa matemadtica
experimental con el fin de que aprendan la necesidad de formalizar las resoluciones de los problemas.
Los resultados indican que es aconsejable un cambio de cultura del profesor para que ese cambio de
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cultura pueda anidar en el estudiante. Al menos en nuestro curso de Formacion Permanente del
Profesorado, conseguimos alcanzar ese cambio de perspectiva del profesor. Ahora bien, no sabemos
en qué medida traspondran estas técnicas con sus estudiantes.

En el tercer ejemplo se ha intentado mostrar las diversas formas de generalizar un problema. Este caso
se ha construido el objeto por simulacidon punto a punto en un primer momento.

En el cuarto hemos afrontado un tema espinoso que bien puede ser el inicio de una investigacion
matematica mas profunda. Se afronto la tarea, imponiendo por delante la tarea dificil de investigar en
matematicas cuando no hay mucha base tedrica. Hemos dado una respuesta que no esté en la literatura
al mostrar la utilidad de simular el problema. La utilidad de la respuesta que se ha dado a este ultimo
problema podra ser valorada por el lector.
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