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Resumen. Este trabajo presenta un analisis histérico-
epistemologico de un concepto matematico llamado Serie de
Taylor. Se analiza la demostracion planteada en la obra
original de Brook Taylor mediante un sistema de referencia
variacional. Se parte de la problematica sobre el tratamiento de
la Serie de Taylor a través de la convergencia. El estudio se
enmarca en el Pensamiento y Lenguaje Variacional desde dos
nociones: causalidad y temporizacion. Como aspectos
metodologicos se consideran tres etapas. La primera se refiere
a la relacion entre variables y al reconocimiento de estados
intermedios. Seguido del analisis de 6rdenes de variacion y la
variacion sucesiva. Por ltimo, se analiza la Serie de Taylor en
contexto de prediccion en circuitos eléctricos. En el andlisis se
identifican practicas variacionales: comparacion, seriacion y
prediccion. Y aspectos de la variacion: caracter estable del
cambio, 6rdenes de variacion y variacion sucesiva.
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variacional, circuitos eléctricos.

Abstract. This paper presents a historical-epistemological
analysis of a mathematical concept called the Taylor Series.
The proof proposed in the original work of Brook Taylor is
analyzed by means of a variational reference system. It starts
from the problem about the treatment of the Taylor Series
through convergence. The study is framed in Variational
Thought and Language from two notions: causality and timing,.
Three stages are considered as methodological aspects. The
first refers to the relationship between variables and the
recognition of intermediate states. Followed by variance order
analysis and successive variance. Finally, the Taylor Series is
analyzed in the context of prediction in electrical circuits.
Variational practices are identified in the analysis: comparison,
seriation and prediction. And aspects of the variation: stable
character of the change, orders of variation and successive
variation.
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1. Introduccion

El Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLVar) puede desarrollarse con el estudio de algunos
conceptos matematicos como variable, funcion, pendiente, derivada, integral, ecuacion
diferencial, binomio de Newton, Serie de Taylor. Cada uno de estos conceptos tiene una génesis
historica, siendo posible la problematizacion del saber matematico con un analisis historico-
epistemologico (Hernandez y Cantoral, 2018). Por tanto, el propdsito es analizar una
construccion de la Serie de Taylor en la obra original de Brook Taylor, donde se reconozcan
elementos de un sistema de referencia variacional que permitan el uso de la serie en el contexto
de circuitos eléctricos. La Serie de Taylor se reconoce en el siglo XVII con los trabajos de
Newton, especificamente, con su binomio que se refiere al desarrollo de series de potencias con

exponentes fraccionarios (Cantoral, 1990).

En la obra original de Taylor (1717) se establece una demostracion de la serie que lleva su
nombre. La Serie de Taylor, segiin Struik (1986), ya se conocia con los trabajos de Gregory, pero
Taylor plantea una demostracion publicada en su obra Methodus Incrementorum Directa &

Inversa (figura 1).
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Figura 1. Obra original de Brook Taylor.
Fuente: Taylor (1717, pp. 21-23)
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Las investigaciones de la Serie de Taylor son diversas, tal es el caso del estudio de Cantoral
(1990) donde analiza las circunstancias que hacen posible la construccién de conocimiento
matematico con el estudio de fendomenos de flujo continuo en la naturaleza. El autor aporta
elementos para la construccion del Preediciere y reconoce la Serie de Taylor como el instrumento
predictor. En el trabajo de Arcos (1993) se plantea la Serie de Taylor como una herramienta de
prediccion cuando se modelan fendmenos de variacion continua en diversos campos de estudio:
electricidad y magnetismo, mecanica de fluidos, termodindmica, maquinas y mecanismos,
resistencias de materiales. Deluque-Gomez, Arcon-Osorio y Cubillan-Acosta (2018) predicen
comportamientos de sistemas moleculares, con el analisis de ecuaciones generalizadas de

diferencias finitas basadas en series de Taylor para el célculo de propiedades opticas no lineales.

En el estudio de Hernandez (2006) se realiza una reconstruccion de la Serie de Taylor a partir del
binomio de Newton. En la investigacion de Mufioz (2006) se reconoce a la prediccion como lo
conceptual y a la variacion sucesiva como lo algoritmico. Establece que la integracion de estas
nociones permite una reconstruccion de la Serie de Taylor. En el trabajo de Morales (2009) y de
Almazan (2009) se presentan resignificaciones de la Serie de Taylor en una situacion de
modelacion de movimiento con el andlisis de graficas. Por su parte, Zaniga (2022) plantea una
resignificacion didactica de la Serie de Taylor en contexto de prediccion en circuitos eléctricos.
El estudio de la variacion en el contexto de circuitos eléctricos mediante un sistema de referencia
variacional se realiza en Zufiiga (2020). En dicho trabajo se estudia el comportamiento de la

carga eléctrica en un circuito eléctrico con un led y con un capacitor, respectivamente.

En la investigacion de Bayés y Costa (2022) se presenta un tratamiento grafico de la Serie de
Taylor para aproximar funciones (exponenciales, trigonométricas y logaritmicas) en un punto
dado. Este tratamiento se centra en la convergencia, es decir, a mayor grado del polinomio mejor
es la aproximacion. En el contexto escolar se reconoce la problematica sobre la aproximacion de
funciones por medio de polinomios en un punto especifico (Morales, 2009). Para dicha
aproximacion se hace uso de reglas de derivacion y de procesos algebraicos, donde el significado
se reduce a su operatividad (Cantoral, 2019). Estos procesos algebraicos provocan que las ideas

variacionales queden ocultas y el estudio de fenomenos de flujo continuo limitado.
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Como se menciond anteriormente, la Serie de Taylor tiene su desarrollo a partir del siglo XVII
al considerarse como el instrumento predictor con el estudio de fendmenos de variacion continua.
Este desarrollo nos direcciona a una reflexion de la Historia de las Matematicas (HM) en el
ambito educativo. Por tanto, es de interés incorporar la HM en la formacion del profesor para su
practica docente. De acuerdo con Napoles (2015) “la Historia ofrece a los profesores la
oportunidad de replantearse sus ideas sobre la naturaleza de los conceptos matematicos y en los
procesos de construccion de estos conceptos” (p. 253). La HM se propone como una herramienta
de ensenanza de los conceptos. Como sefiala Anacona (2003), los aportes de la HM posibilitan
una mejor comprension, influye en la formacion de profesores y en los procesos de aprendizaje,
permite el disefio de actividades didécticas, hace un conocimiento didactico del contenido
historico de las matematicas y permite un estudio histérico — epistemolédgico. Torres, Guacaneme
y Arboleda (2014) establecen la relacion de la HM con la educacion del profesor de matematicas.
Con el objetivo de incorporar la HM en las actividades matematicas en el aula que sean disefiadas
e implementadas por los profesores. Con la intencion de motivar y contextualizar los objetos

matematicos.

Con base en lo anterior se retoma la HM desde un estudio historico-epistemoldgico que permita
el andlisis de la demostracion de la Serie de Taylor y de un fendmeno de variacion continua en
contexto de prediccion en circuitos eléctricos (comportamiento del voltaje de carga en un
capacitor). Donde el estudio del cambio y la variaciéon dota de significados a los objetos
matematicos (Pérez, 2019). Entonces, en este trabajo se estudia la demostracion de la Serie de
Taylor a través de la variacion, donde se aborda la pregunta: ;jqué elementos del sistema de
referencia variacional (causalidad, temporizacion, practicas variacionales, caracter estable del
cambio, ordenes de variacion, variacion sucesiva) se reconocen en la demostracion de la Serie
de Taylor en contexto de prediccion en circuitos eléctricos? Con el objetivo de reconocer relacion

entre variables y estados intermedios, practicas variacionales y aspectos de la variacion.
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2. Referentes teoricos

El PyLVar es una linea de investigacion y una forma de pensamiento que “consiste en las formas
de pensar, argumentar, organizar, tratar y comunicar matematicamente fenomenos de cambio”
(Caballero y Moreno, 2017, p. 1067). El cambio y la variacion son elementos del PyLVar, que
de acuerdo con Caballero y Cantoral (2017), “el cambio consiste en toda modificacion de estado
(posicion, forma, altura, peso, etc.), en tanto que la variacidon se asume como una cuantificacion
particular de dicho cambio” (p. 1058). Entonces, la variacion se considera como la cuantificacion

del cambio y su comportamiento.

Se establece que, “todo cambio se expresa a través de estados, pero la diferencia entre estados
puede ser medida con la diferencia entre valores de la variable elegida” (Cantoral, 2019, p. 43).

Esta diferencia permite reconocer el cudnto cambia?, con la siguiente expresion
flx + h) - fx)
Dicha expresion representa la variacion, donde los cambios que se dan son:

Cambio en la variable independiente

anxO+h

Cambio en la variable dependiente

f(xo)a f(xo +h)

El PyLVar se desarrolla a partir de las ideas de Newton (1643 - 1727). En estas ideas se presenta
la nocion del Preediciere como la accion y efecto de predecir el estado ulterior de acuerdo al
estado de facto (estado inicial), con el reconocimiento de patrones de regularidad que permiten
reconocer al todo solo con mirar la parte (Cantoral, 1990). El Preediciere es lo que orienta, al ser
humano, a querer predecir. La prediccion es una practica variacional que “consiste en determinar
el valor futuro f(x + h) conociendo el valor actual f(x) y su variacion” (Cantoral, 2019, p.
111). Donde x (variable independiente) representa el estado actual y x + h el estado posterior.

Como sefiala Caballero (2018), la prediccion “consiste en la accion de anticipar un estado o valor
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especifico de una variable, sea futuro o anterior a los datos que se tienen” (p. 58). Esto implica
el reconocimiento de algln patron o regularidad en el comportamiento del cambio, denominado

como el cardcter estable del cambio (;como cambia?).

Las nociones de causalidad y de temporizacién permiten estudiar la evolucion del cambio, su
cuantificacion, el caracter estable del cambio y los ordenes de variacion (Cantoral, Moreno y
Caballero, 2018). Estas nociones conforman un sistema de referencia variacional. La causalidad
se refiere en reconocer la relacion entre dos variables (;qué cambia? y jrespecto de qué cambia?)
que intervienen en un fendmeno, es decir, los cambios en una variable afectan la otra. La
temporizacion consiste en el reconocimiento de estados intermedios de un fendmeno que permita
el andlisis de su evolucion. Estos estados intermedios se pueden reconocer con procesos de

medicion en el fendmeno de variacidon continua.

El sistema de referencia variacional explica la forma en cémo las personas perciben y organizan
el cambio y la variacion, para su estudio mediante practicas variacionales: comparacion,
seriacion y prediccion (Caballero y Cantoral, 2017). En el trabajo de Reyes, Palmeri y Cantoral
(2019) se toma en cuenta la evolucion de estas practicas que comienza en comparar, siguiendo
con seriar, para luego predecir. La comparacion permite establecer diferencias entre un estado
posterior y uno anterior, es decir, identificar qué estado es mayor, menor o igual. La seriacion
analiza dos o més comparaciones con la intencion de reconocer el caracter estable del cambio. Y

la prediccion en anticipar el estado de una variable.

Los ordenes de variacion son cambios en los estados de la variable y en sus variaciones, que se
determinan a partir de diferencias. El primer orden de variacion son diferencias entre estados de
la variable. El segundo orden son diferencias entre las primeras variaciones. El tercer orden son
diferencias entre las segundas variaciones y asi sucesivamente. La variacion sucesiva es la
articulacion de dos o mas ordenes de variacion, donde se reconozca el caracter estable del cambio
(¢, como cambia?) para predecir estados futuros de un fenémeno de flujo continuo. Por tanto, todo

lo anterior se sintetiza en el diagrama de la figura 2.

20



SISTEMA DE REFERENCIA
VARIACIONAL
(Estudio del cambio a través de la variacion)

——— -

- -
-
P il

-
-~ ~ - -~
. ’ e . p 7 ~ N
e Causalidad \ , s

! \\

! \
! \
1
|

, [ Temporizacion ] *
[}

\
r ¥ ‘

Relacion entre

\

1 I . .
variables i | Estados intermedios H
\ B L en las variables [

Y (Qué (Respecto de / e\ 3 J
\ ia? & ia? /-~ Se .
,_cambia? qué cambia?, e "~ '« Proceso de medicion ,’
\\ ,/ 4 N ’
~ -’ /’ N N e
S - - - / \ ~

h \‘ _____ -
d 1}
I' Ordenes de ll
\ variacion |
\ !

Primer orden de Segundo orden Tercer orden de N orden de
variacion

de variacion variacion variacion

I | | |
I

Diferencias
¢ Cuanto cambia?

I
[ Comparacion ]

Seriacion

Caracter estable del cambio
;Como cambia?

[ Variacion sucesiva ]

Prediccion

Figura 2. Elementos de un sistema de referencia variacional con base en practicas.

Fuente: Adaptado de Zufiga (2022, p. 188)
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3. Aspectos metodologicos

Como aspectos metodoldgicos se plantea un analisis historico-epistemoldgico, ya que como
seflalan Romero, Rodriguez y Henao (2017) permite reconocer circunstancias que hacen posible
la construccion del conocimiento matematico al analizar conceptos que subyacen en las obras
originales y se articulan para fomentar significados. El estudio se realiza siguiendo el diagrama
de la figura 2. El diagrama es una guia para el andlisis que muestra un proceso ciclico que
comienza con la relacidon entre variables seguido del reconocimiento de estados intermedios y el
analisis de ordenes de variacion. El fendémeno de variacion continua puede permitir, en primera
instancia, el analisis de un primer orden de variacion. Si el andlisis queda limitado regresamos a
la causalidad y repetimos el ciclo con un segundo orden de variacion y asi sucesivamente. La
investigacion es documental con base en la revision de la literatura. El trabajo se divide en tres
etapas: la primera con la intencion de reconocer la relacion entre variables e identificar estados
intermedios. La segunda en el analisis de érdenes de variacion y la variacion sucesiva. Por ultimo,

se hace uso de la Serie de Taylor en contexto de prediccidn en circuitos eléctricos.

4. Analisis historico-epistemoldgico de la Serie de Taylor mediante un sistema de referencia

variacional

La demostracion de la Serie de Taylor se establece en la obra original de Brook Taylor, en 1717.
En esa época, el conocimiento matematico estaba influenciado por las ideas de Newton. Laobra
original de Newton se publica en 1687, titulada Philosophice Naturalis Principia Mathematica.

Donde se establece que:

Los fendmenos de flujo en particular poseen herencia [...] el estado ulterior P + PQ del
fenomeno de variacion depende completamente de las circunstancias que caracterizan el
estado de facto P, la evolucion de un sistema esta completamente determinado por sus
variaciones primeras [...] en el caso del movimiento de un fluido, P es el estado inicial

del fuente continuo, en la cual queremos predecir el estado P + PQ del fenémeno,
entonces: P = P + PQ, donde PQ es la variacion de la variable dependiente, con esta idea
y en la necesidad social de predecir, conocer, adelantar, Newton descubrio el binomio

que hoy dia lleva su nombre [...] (Hernandez, 2005, p. 525).
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Lo anterior indica que en el estudio de fendmenos de variacion continua es de interés predecir
estados futuros al analizar el comportamiento de las variables. Como sefala Pérez (2019), en la
obra el conocimiento se basaba en ideas predictivas para el estudio de fendmenos flujo continuo,
donde Newton buscaba modelar y predecir fendmenos naturales. Segun Hernandez (2005)
establece que, “el binomio de Newton y la serie de Taylor son vistas como instrumentos de
prediccion en un contexto de variacion” (p. 525). Estas ideas se retoman para el andlisis de la
demostracion de la Serie de Taylor mediante un sistema de referencia variacional. A

continuacion, se presentan las tres etapas planteadas.

Etapa A.

Al inicio de la demostracion, Taylor establece que x y z son cantidades variables que estan

relacionadas (figura 3).
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Figura 3. Relacion entre variables

De acuerdo con Struik (1986) la cantidad z se incrementa uniformemente con valores dados. Si
consideramos que z representa la variable tiempo y realizamos algunas mediciones, entonces al

comienzo z = 0. Si las mediciones se realizan cada 3 segundos obtenemos los siguientes estados
0, 3, 6, 9, 12, 15,

Es decir, el tiempo se incrementa uniformemente cada 3 segundos. Esto implica un primer orden

de variacion y el reconocimiento del caracter estable del cambio (como cambia) en la variable z.
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Se establece que la cantidad x crece mediante la evolucion de sus variaciones. Se observa que x
depende de los valores de z. Entonces, la nocion de causalidad se reconoce al argumentar que x
cambia respecto de z. Esta relacion entre dos variables puede permitir el andlisis de fenomenos

en diversos contextos y corresponde al concepto de relacion funcional.

Etapa B.

Para la siguiente etapa analizamos la primera columna que corresponde a los estados de la
variable x (ver figura 4). El E corresponde al estado inicial de x. Los demas son estados futuros

(posteriores). Esto implica el reconocimiento de estados intermedios en la variable x.
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Figura 4. Estados de la variable x

Si la variable x solo tiene un estado quiere decir que no sufre un cambio, entonces no hay
variacion. Si la variable x tiene dos estados hay un cambio de Eo a E1, entonces se reconoce un
primer orden de variacidon. El cambio se puede calcular con la diferencia del estado posterior

menos el estado anterior
E1-Eo

Aqui podemos realizar una comparacion entre los estados. Si E1 es mayor que Eo se obtiene un
valor positivo. Esto significa que la variable se incrementa (aumenta). Si E1 es menor que Eo se

obtiene un valor negativo. Esto significa que la variable tiene un decremento (disminuye).
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Si la variable x tiene tres estados hay dos cambios, de Eoa E1y de E1a E2. Sus diferencias son
Ei-Eo y E2-E1

Estas diferencias corresponden al primer orden de variacion. Si tenemos dos cambios podemos

calcular su diferencia
[E2 - E1] - [E1 - Eo]
Que corresponde a un segundo orden de variacion.

Entonces, podemos realizar una comparacion entre los estados. Si [E2 - E1] es mayor que [E1 -
Eo] se obtiene un valor positivo. Esto significa que la primera variacion se incrementa (aumenta).
Si [E2 - E1] es menor que [E1 - Eo] se obtiene un valor negativo. Esto significa que la primera

variacion tiene un decremento (disminuye).

Si la variable x tiene cuatro estados hay tres cambios, de Eo a E1, de E1a E2 y de E2 a E3. Sus

diferencias son
E1i-Eo , E2-E1 y E3-E2
Al tener tres cambios podemos calcular las segundas diferencias
[E2-E1] - [E1—Eo] y [E3-E2]-[E2- E1]

Que corresponden a un segundo orden de variaciéon. Como tenemos dos segundas diferencias

podemos calcular una tercera
{[E3 - E2] - [E2 - E1]} - {[E2 - E1] - [E1 - Eo]}
Que corresponde a un tercer orden de variacion. Y asi sucesivamente.

Aqui también se puede realizar una comparacion entre los estados. Si {[E3 - E2] - [E2 - E1]} es
mayor que {[E2 — E1] — [E1 - Eo]} se obtiene un valor positivo. Esto significa que la segunda
variacion se incrementa (aumenta). Si {[E3 - E2] - [E2 - E1]} es menor que

{[E2 - E1] - [E1 - Eo]} se obtiene un valor negativo. Esto significa que la segunda variacion tiene
un decremento (disminuye). Al tener varias comparaciones podemos analizarlas en conjunto
(seriacion) para reconocer el caracter estable del cambio (como cambia). Si todas las

comparaciones indican un incremento, entonces la variable o el orden de variacion aumenta en
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un intervalo de tiempo. Si todas las comparaciones indican un decremento, entonces la variable

o el orden de variacioén disminuye en ese intervalo.

Por tanto, si tenemos n estados de la variable x podemos analizar n — 1 6rdenes de variacion.
Esto se muestra en la figura 4 al observar los estados: Eo, E1, E2, E3y E4. Como tenemos cinco

estados podemos analizar cuatro 6rdenes de variacion de la cantidad variable x. Observamos que

X Significa la primera variacién de x

. Significa la segunda variacion de x
. Significa la tercera variacion de x
X

.. Significa la cuarta variacion de x

En notacion actual se representa

X Ax
X A2x
?‘f A3x
x

. A4x

Ahora bien, al considerar los cinco estados de x con sus érdenes de variacion podemos proceder

con lo planteado en la tabla 1.
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Tabla 1

Desarrollo algebraico

Notacion en la obra original Desarrollo en notacion actual
X x
X+ X X+ Ax
xX+2 X + x Ax +A2x

x+ Ax

x+20x+A%x

x+3y + 3y +x AZx +A3x
) . B Ax + A2x
Ax + 2 A2x + A3x

x+2Ax + A%x

x + 3Ax + 3 A2x + A3x

X+4 X +6 x +4 x + o A3x + A*x

. A2x + A3x

A2x + 2A3x + Ax
Ax + 2A%x + A3x
Ax + 3A%2x + 3A3x + A4x

x + 3Ax + 3A%x + A3x

x + 4Ax + 6A2x + 4A3x + A4x

El triangulo aritmético considerado como el “tridngulo de Pascal” establece los coeficientes del
desarrollo de la potencia de un binomio con exponentes enteros positivos (Galo, 2020). Los

coeficientes de la tabla 1 corresponden al desarrollo de un binomio. Por ejemplo
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(x+Ax)0=1
(x+Ax)1=1-x+1-Ax

(x+Ax)2=1-x2+2-x-Ax+1-Ax?

(x+Ax)3=1-x3+3-x2-Ax+3-x-Ax2+1-Ax3

Los coeficientes de cada término corresponden al triangulo de Pascal, como se muestra en la

figura 5.

: [RAatx)
i . Platx)t
A 2 . [ lat+x)?
' s s v [Pla+x)?

10

w0

15

| £ 1

33

21 7 ]

o

56

28 B 1

1 £ 36 B3 Li§

126

L] 3€ ¥ 1

Figura 5. Triangulo de Pascal.

Fuente: Galo (2020, p. 79)

El tridngulo de Pascal se relaciona con el binomio de Newton

wm _ pnm o, Tt n—m n—2m n—3m
(P +PQ) =P +—AQ + BQ + cQ +
m 2m 3m 4m
Donde:
n n— n—2m n—3m
A=PpPYm — B=—AQ, C= BQ, D= cQ, = DQ,
m 2m 3m im
Al considerar que
n=0,1,23,.. y m=1

Obtenemos
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n n—1 n
(P+PQ)"=P"+IAQ+TBQ+

n—1 n—2 n—3
> —BQ., D= cQ, E= DQ,

A=Pn. an'AQ' C=
Si retomamos (x + Ax)3 y hacemos uso del binomio de Newton obtenemos lo siguiente
P=x, PQ = Ax, Q:?=

Entonces

3 3 3Ax 3—-1 Ax Ax 3—1 3-2 Ax Ax Ax
(x+Ax)°=x"+3-x°-—+3- X e—-—+ X —
X 2 X X 2 3 X X X

(x+0x)3=1-x34+3-x2-Ax+3-x-Ax?+1-Ax3

Nos genera los mismos coeficientes planteados en el tridangulo de Pascal. Por tanto, podemos
considerar al binomio de Newton como una generalizacion de los estados futuros de la variable.
El binomio de Newton establece un estado inicial donde los términos siguientes se forman con
el término anterior. En la demostracion (figura 6) se establece que el binomio de Newton expresa

los coeficientes de x y sus variaciones de la siguiente forma

ME-D ,  We-DE-D)

1-x+n-Ax+
X T™n-Ax 2 6

€y

Valores fucceflivi ipfius « per additionem continuam colleéti funt
%, 5+, x+25+x, x++3x+3%+x, &C ut patet per operationem
in tabala anpexa expreffam. Sed in his valoribus x coefficientes
numenles terminorum &, x, x, &c, ecodem modo formantur, ac
coefficientes terminorum cortefpondentium in digpitate binomii,
€t (per Theorema Newtonianum) fi dignitatis index fit », coeffici-

t " n—I " Hoe=1 9 =
ke it ol bt A7 2
11 z 1 2 3

clentes erunt 1,

g% quo tempore = creftendo fit z + #z, hoc eft z 4 v, fiet x aqua-

3 - o " i oH—1 ] #—1 A2
lisferieix 4+ — 2 _ x4+ D x sl
1 2 o x 2 1 +._.&°'

Figura 6. El binomio de Newton y sus variaciones
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En la figura 7 se plantea que

nAz =v
n_[nAz v
1 1Azl Az

n—1 TLAZ—AZ]_ v
2

2 | 28z Az

n—2_nAz—2Az %
3 [ 3Az ] 3Az

n—3_[nAZ—3AZ] v
4 4Nz 4Nz

Por lo tanto, al sustituir en (1) reconstruimos la Serie de Taylor. Esta serie sefiala que, cuando z

crece en Z + v, X crece en

4% 3, (447 b Aty 14444 N
1-2-3-(Az)3 1-2-3-4-(A2)*

v
+ A + A? + A
XA Az T T 2 (g2

Se puede observar que el primer término (x) es el valor inicial. El segundo término es su primera
variacion, el tercer término corresponde a la segunda variacion y asi sucesivamente. Se reconoce
que existe una razon de cambio entre variable x respecto a la variable z. Por tanto, la Serie de

Taylor queda expresada en variaciones sucesivas de las cantidades variables x y z (figura7).

NE = :
n 7z W1 Z Heoms
e g o e = s
Sed funt = ( = )_,. _.( 3% -,).."_s‘—*——-

(e

I — 21, b e

( -35 e =) 2, & Proinde quo tempote x crefcendo fit z0,
; z

eodem tempore x crefeendo fiet x4+ 4 x %4 v b

W DGR Ay

-+ &c.

Figura 7. Reconstruccion de la Serie de Taylor
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Esta etapa tiene la intencion de aportar elementos para el disefio de actividades centradas en la
reconstruccion de la Serie de Taylor a partir de diferencias, seguido de los érdenes de variacion,
el tridngulo de Pascal y el binomio de Newton.

Etapa C.

En esta etapa se analiza la Serie de Taylor en contexto de prediccion en circuitos eléctricos. Se
retoman algunos datos obtenidos de un experimento con un circuito eléctrico RC (resistencia-

capacitor), como se muestra en la tabla 1.

Tabla 1

Datos del experimento

Tiempo Voltaje de carga
(en segundos) (en volts)
0 0
5 1.29
10 2.15
15 2.88
20 3.37

Fuente: Datos retomados de Zuiiiga, Muiioz y Morales (2021, p. 85)

En el experimento se reconoce la relacion entre dos variables: el voltaje de carga del capacitor
cambia respecto al tiempo. Al realizar la medicién con un multimetro digital, cada cinco
segundos, obtenemos estados intermedios del voltaje. En la tabla 2 se realiza el calculo de

diferencias. Esto implica calcular el cambio (cudnto cambia) con la diferencia fundamental
flx+h) - f(x)
Posterior Anterior

Donde las primeras diferencias corresponden a las primeras variaciones, las segundas diferencias
a las segundas variaciones y asi sucesivamente. Observamos que tenemos cinco mediciones del

voltaje de carga, entonces reconocemos un cuarto orden de variacion.
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Tabla 2

Calculo de diferencias

Segundas Primeras Tiempo  Voltaje Primeras Segundas Terceras Cuartas
variaciones variaciones de carga variaciones  variaciones variaciones variaciones
0 0

5 1.29

0 5 1.29 -0.43
5 0.86 0.3

0 10 2.15 -0.13 -0.41
5 0.73 -0.11

0 15 2.88 -0.24
5 0.49

20 3.37

Fuente: Elaboracion propia

Al hacer uso de la Serie de Taylor
1% (4% 14'4% A%

AZ 3 A4'
At T3 2 BT 2340t T

A L A—
X+ ATTA, 1-2- 22

Reconocemos que z representa la variable tiempo y Az es su incremento uniforme (mediciones
cada cinco segundos), en este caso, Az = 5. La variable x representa el estado inicial del voltaje de
carga, x = 0. Y el estado futuro del voltaje de carga se analiza con la evolucion de sus variaciones.

Por tanto, procedemos de la siguiente manera
Se retoma a

nAz=v
Donde: n es el orden de variacion

Como sefialamos que tenemos un cuarto orden de variacion, entonces

4(5) =v
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Al calcular v tenemos lo siguiente

n—1_nAz—Az_ v
2 _[ 20z ]_ZAZ

Az(n—1)=7v

Al sustituir Az y n obtenemos
v=54-1)=15
Para v tenemos
Az(n-2)=7v
v =5(4-2)=10
Para ¥ tenemos
Az(n-3)=v"
v=5(4-3)=5

La siguiente variacion de v es cero y todas las demas también son cero. El valor inicial x = 0 es
el primer término de la serie. Si se retoman cinco términos de la serie
4% 3 (447 bt 14444 N
X— X
1-2-3-(Az)3 1-2-3-4-(A2)*

v
+A + A? +A
AT Az T T 2 (az)?

Reconocemos que corresponden a un cuarto orden de variacion. Donde Ax es el valor de la

primera variacion, es decir, Ax = 1.29; A2x es el valor de la segunda variacion, A2x = -0.43;
A3x =0.3; y Atx =-0.41

Al predecir el voltaje de carga a los 20 segundos y al sustituir Ax, Az, v, v, Uy vienemos lo
siguiente
20 20)(15 20)(15)(10 20)(15)(10)(5
(20) (20)(15) 03()( )( )_041()( )(10)(5)

0+129 ———-043 —— 33— .
L6 1262 12367 1-2-3-4-(5)°

0+516—-258+12-041=3.37
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El analisis de la variacion sucesiva nos permite establecer que la prediccion de 3.37 corresponde
alamedicion del voltaje de carga al transcurrir 20 segundos. Pero, ;qué pasa si queremos predecir
el voltaje de carga al transcurrir 25 segundos? Esta pregunta nos hace reflexionar sobre el cambio
entre los 20 y 25 segundos. Es aqui donde tenemos que analizar comparaciones para reconocer

el caracter estable del cambio y predecir valores futuros con el andlisis de lavariacion sucesiva.

Entonces, para predecir el voltaje de carga, a los 25 segundos, analizamos las variaciones en la
tabla 2. Observamos que el voltaje de carga aumenta: de 0 a 1.29; de 1.29 a 2.15; de 2.15a 2.88;
y de 2.88 a 3.37 . Entonces, el voltaje de carga va en aumento. Al analizar el primer orden de
variacion observamos que las primeras variaciones disminuyen: de 1.29 a 0.86; de 0.86 a 0.73;
y de 0.73 a2 0.49 . Al analizar el segundo orden de variacién observamos que de —-0.43 a -0.13
aumenta y de -0.13 a -0.24 disminuye. Y al analizar el tercer orden de variacion vemos que
disminuye de 0.3 a -=0.11 . En el cuarto orden de variacion solo tenemos un estado donde no es

posible la comparacion ni la seriacion.

El primer orden de variacion nos indica que el voltaje de carga “siempre” aumenta y el segundo
orden de variacion nos indica que las primeras variaciones ‘“‘siempre” disminuyen, entonces
podemos calcular el promedio de las segundas variaciones de la siguiente manera

-0.43-0.13-0.24
3

=-0.266666666 ~ -0.27

Este valor se retoma como la siguiente segunda variacion. Y se hace uso del modelo predictivo

Estado futuro = estado actual + variacion

Obtenemos

0.49-0.27=0.22y 3.37+0.22=3.59

Y para el estado siguiente de la tercera y cuarta variacion tenemos el modelo

Estado futuro - estado actual = variacion

Obtenemos

~0.27 - (-0.24) = -0.03 y -0.03 - (-0.11) = 0.08
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Los resultados anteriores se muestran en la tabla 3.

Tabla 3

Prediccion del voltaje de carga a los 25 segundos

Segundas Primeras Tiempo  Voltaje de Primeras Segundas Terceras Cuartas
variaciones  variaciones carga variaciones variaciones variaciones variaciones
0 0

5 1.29

0 5 1.29 -0.43
5 0.86 0.3

0 10 2.15 -0.13 -0.41
5 0.73 -0.11

0 15 2.88 -0.24 0.08
5 0.49 -0.03

0 20 3.37 -0.27
5 0.22

25 3.59

Fuente: Elaboracion propia

Obtenemos una aproximacion en la prediccion (3.59) al transcurrir 25 segundos. Al hacer uso

de la Serie de Taylor retomamos seis términos de la serie
v 14 Vo vUiv

AZ 3 A4
At T 2307 YT 232 2

+A +A
XA AL 1-2- (A7)

vovvv!V

AS
AT 3 gy

Hacemos lo siguiente
v=25;v=20; =15, v=10; vV =5

Ax =1.29; A2x =-0.43; A3x = 0.3; A*x = -0.41; A>x = 0.08 + 0.41 = 0.49
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(25) (25)(20) (25)(20)(15) (25)(20)(15)(10)
0+1.291.—(5)_0.43T(5)2+0.3T-(5)3_0.4‘1 1-2-3-4.(5)4
(25)(20)(15)(10)(5)
1-2-3-4-5-(5)°

+ 0.49

0+645—-43+3—-2.05+0.49 =3,59

Comprobamos la aproximacion de la prediccion al transcurrir 25 segundos.

Esta etapa tiene la intencion de aportar elementos para el estudio de fendémenos de variacion
continua en algin contexto especifico. Hacer uso de la Serie de Taylor para predecir estados

futuros con el andlisis de 6rdenes de variacion y la variacion sucesiva.

6. Reflexiones finales

El estudio historico-epistemologico de la Serie de Taylor mediante un sistema de referencia
variacional nos permite analizar un fendmeno de variacion continua. Se analiza la demostracion
de la Serie de Taylor y se usa en un contexto de prediccion en circuitos eléctricos.
Especificamente, en el comportamiento del voltaje de carga de un capacitor. Se establece que, en
el andlisis se identifican practicas variacionales: comparacion, seriacion y prediccion. Y aspectos

de la variacion: caracter estable del cambio, 6rdenes de variacion y variacion sucesiva.

Este articulo contribuye al redisefio del Discurso Matematico Escolar al retomar la Historia de
las Matematicas en los procesos de ensefianza — aprendizaje. Aporta elementos para el disefio de
actividades donde las ideas variacionales son reconocidas para comprender fenémenos de
variacion continua. Esto implica cambiar de paradigma, es decir, de un paradigma cauchiano
(convergencia) a un paradigma newtoniano (prediccion). Centrarse en la prediccion permite el
estudio de la variacion con el uso de la Serie de Taylor en contexto de prediccion en circuitos
eléctricos. Y no en aproximar funciones por medio de polinomios con el uso de reglas de

derivacion y de procesos algebraicos.
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