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Resumen. En este articulo se propone una reestructura curricular, para un primer curso de célculo
diferencial, acorde al desarrollo epistemoldgico de los conceptos y la introduccién de la tecnologia
en los cursos. El objetivo es poder instrumentar un programa didactico, que conlleva la simulacion
de situaciones reales, para introducir conceptos matematicos y la actividad individual del
educando, mediante el empleo de escenarios virtuales de aprendizaje y la utilizacién de un entorno
tutorial inteligente, como apoyo en un curso tradicional de calculo a nivel universitario.
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Entorno tutorial inteligente.

Abstrac: In this article, a curricular restructuring is proposed for a first course in differential calculus,
according to the epistemological development of the concepts and the introduction of technology in the
courses. The objective is to be able to implement a didactic program, which involves the simulation of
real situations, to introduce mathematical concepts and the individual activity of the learner, through the
use of virtual learning scenarios and the use of an intelligent tutorial environment, as support in a course
traditional calculus at the college level.

Keywords: Differential calculus, Technology, Simulation, Virtual learning scenarios, Intelligent tutorial
environment.

1. Introduccion

El calculo diferencial e integral es el estudio de las funciones, por ende la ensenanza del mismo
tiene como propodsito mostrar propiedades importantes de las funciones. Al ser las funciones, el
modelo matematico por excelencia de casi cualquier ciencia, el calculo diferencial e integral
constituye materia obligada, en la curricula de las carreras de ingenieria, ciencias e incluso en
carreras del area de ciencias sociales. Sin embargo, los reportes de fallas en el aprendizaje del
calculo son frecuentes y por ende este es uno de los problemas que mas preocupa a la comunidad
educativa (ANUIES 2002). Tradicionalmente los resultados de aprobacion que se obtienen en el
curso de calculo son muy bajos, esto es palpable en las carreras de ingenieria en México, donde
en este curso se tienen porcentajes de reprobacion de mas del 70 % (Steen, 1987; Cuevas, 1996;
Baker et.al. 2001). En este sentido, Tall (1996) menciona citando a Anderson & Loftsgaarden
(1987) y a Peterson (1987), que a pesar de que los alumnos se someten a un régimen pesado de
ejercicios de calculo, el porcentaje de fracasos en este tema oscila entre el 30% y 50% (cf.).

Sin intentar minimizar aspectos de corte socioeconémico y politico, indudablemente que una de
las posibles razones de este fracaso, es que la ensefianza de las matematicas, y en particular el
calculo, se polariza en dos extremos: por un lado ésta se conduce con una fuerte carga operativa
en deterioro de la parte conceptual, y por el otro, la ensenanza del célculo se ejerce con fuerte
herencia de la matematica formal.

Cuevas Vallejo C. A. & Pluvinage F. Calculo y Tecnologia, El Calculo v su Ensefianza © 2009 Cinvestav del Instituto Politécnico
Nacional, México D.F. P.p. 45-60

@ @ @ Fecha de recepcion: 22-11-2009
BY NG Fecha de aceptacion:03-02-2010



46

Ambas conducen a una pobre comprension de los conceptos y de su aplicacion. Incluso, es
creencia comun en los estudiantes que hacer matematicas significa hacer operaciones puntuales,
manipular signos y memorizar (Skemp 1976, Orton 1983, Carpenter 1996).

Por ejemplo, usualmente la ensefianza del calculo diferencial parte de enunciados, teoremas y
problemas tipo, que ejemplifican los conceptos asociados, y se apoya fundamentalmente, en el
conocimiento algebraico del estudiante y poco en la intuicion geométrica y visual. Esto,
posiblemente, debido a la dificultad de representar en el papel o el pizarron un nimero
suficientemente grande de ejemplos, que den significado geométrico a los contenidos del
calculo y al algebra involucrada en ellos. En este sentido, se hace necesario rescatar el desarrollo
del célculo mediante problemas de cambio y variacion surgidos de la fisica, los cuales ayudan a
reforzar la intuicion. En la actualidad, los problemas de cambio y variacion son ejemplos de
aplicacion del calculo; es decir, se estudian después de que se ha desarrollado la teoria, y no como
surgio historicamente (Grabiner 1983).

Otro importante factor de fracaso, que observamos en los resultados obtenidos por los estudiantes
en pruebas diagnosticas, tiene que ver con las deficiencias en el conocimiento del concepto
general de funcion y de los conceptos relacionados: variable independiente, variable dependiente,
parametro y ecuacion (Cuevas et al 2005, Bloch 2003, Habre & Abboud, 2006; Trigueros &
Ursini 2003). Nuestra propuesta es compensar estas deficiencias no a traves de cursos remediales,
cuyos efectos nunca han sido satisfactorios, sino con el uso adecuado de los recursos de la
computacion.

2. Una perspectiva historica

Al analizar los programas curriculares tradicionales de calculo diferencial, se percibe que la
mayoria presentan en primer lugar, numeros reales y funciones algebraicas. Este estudio,
comprende los axiomas de campo y orden. Continua, el programa, con el estudio de limites como
prerrequisito para el estudio de continuidad y derivacion; enseguida se dan las aplicaciones de la
derivada que casi siempre son incompletas, sobretodo en la parte de maximos y minimos. Una
primera dificultad detectada en el problema de comprension y aprendizaje, es unir los obstaculos
epistemologicos del concepto de limite con el concepto de derivada (Cornu 2002, Tall & Vinner
1981, Sierpinska 1996, Andreu & Riestra 2007 ). El concepto de limite, aun cuando se pretenda
introducirlo de manera “intuitiva”, puede ser un factor importante de fracaso estudiantil. Por ello,
proponemos una ruta de aprendizaje acorde al desarrollo epistemologico y, a la vez, congruente
con sus antecedentes matematicos.

Detallemos nuestra propuesta. El orden y temas de un primer curso tradicional de célculo
diferencial, en el nivel universitario, es el siguiente:

* Numeros reales.

* Funciones reales.

* Concepto de limite.

* Derivada de una funcion real en un punto.
* Reglas y resultados de la derivada.

* Aplicaciones de la derivada

Sin embargo, la historia muestra que el desarrollo de los conceptos es muy distinto a la forma en
que actualmente se presentan los contenidos curriculares del curso de calculo. Por ejemplo, en
los siglos XVIII y XIX el estudio completo de los nimeros reales se relaciond de manera estrecha
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con la resolucion de problemas encontrados con el tratamiento de funciones. Por ejemplo, el
hecho de que una condicion de convergencia simple, no es suficiente para que una sucesion de
funciones continuas, tenga como limite una funcion continua. Este ejemplo nos muestra que el
orden de aparicion de los temas de calculo es contrario a las necesidades que dieron origen a su
estudio y formalizacion.

Por otra parte, al no tomar en cuenta la historia del desarrollo del calculo, se pierde la riqueza de
la exploracion de problemas que dieron origen al calculo; como por ejemplo: El trazado y
descripcion del comportamiento de una curva, donde es posible evidenciar la necesidad de los
conceptos como la monotonia, maximos y minimos, concavidad, etc. Al no tomar en cuenta estos
resultados, se descuida nuevamente la intuicion geométrica y los resultados importantes del
calculo, que surgen de la resolucion de problemas de curvas en la historia.

En sintesis, se puede decir, a grandes rasgos, que el contenido del curso de calculo que se
desarrollo entre los siglos XVI y XIX, o el orden historico de los estudios fue el siguiente:

» Variaciones de polinomios y derivada de un polinomio

* Relacion entre tangente a una curva y derivada (Barrow); derivada de las funciones
algebraicas y nacimiento del calculo (1'Hopital)

* Funciones trigonomeétricas y transcendentes (logaritmo y exponencial) y su derivada
(Newton, Leibniz), desarrollos de Taylor y series

* Consideracion general de funciones reales por Euler, sin poseer una definicion formal del
objeto funcion

» Estudio de problemas de convergencia de series y continuidad (Fourier)

* Definicion formal de los nimeros reales y de la derivada en un punto como limite
(Weierstrass).

De la comparacion entre ambas progresiones resulta una fuerte incoherencia, que puede aclarar
en parte las dificultades observadas en la ensefianza del calculo. En particular, tradicionalmente
se presentan simultaneamente dos conceptos con comprobada dificultad de aprendizaje: limite y
derivada. Por lo cual, se explica la falta de comprension por una proporcion importante de la
poblacion estudiantil, sobre todo en las carreras de ingenieria y ciencias sociales. Con esto no se
quiere decir, que, el concepto de limite no estaba presente en el desarrollo de la matematica
anterior a Weierstrass, puesto que como sabemos, este concepto se presento desde la €época griega
en contextos algoritmicos o geomeétricos, o en el estudio de movimientos (cinematica) (v. gr.
antiféresis relacionada con desarrollos en fracciones continuas, paradoja de Zendn, tangente
como posicion limite de una cuerda). Sin embargo, el calculo se aplicaba sin toda la carga de
rigor que posteriormente se desarrolla.

La geometria analitica de Descartes, establecié un puente entre geometria y calculo, sin reducir
ambos dominios a un unico tipo de pensamiento matematico.

De forma paralela al razonamiento geométrico, una herramienta que tuvo un papel historico
importante fue la tabulacion. En efecto, para realizar calculos numeéricos, se utilizaban tablas de
valores numeéricos; y hasta principios de la era de la micro-computacion, el uso de tablas
trigonométricas y de logaritmos, como herramienta para calculos complejos, era parte de la
curricula escolar.
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De lo anterior y de un estudio y analisis de la historia, resultan algunas propuestas de lineas
directrices para la ensefianza del calculo diferencial.

La primera consiste en sugerir que un primer curso de calculo diferencial no debe construirse
sobre el conocimiento previo de estructuras formales de los numeros reales y definiciones
formales del concepto de funcion.

La segunda es que tampoco es necesario construir el curso de calculo sobre la nocion de limite,
puesto que estos conceptos surgieron al final de su desarrollo. Por el contrario seria conveniente
apoyarse sobre sus facetas de calculo numeérico (e. g. interpolacion) y de calculo algebraico (e.

g. binomio de Newton y desarrollo de a” —b"). Ademas, aprovechar ideas que provienen de la
geometria o del estudio del movimiento. En este sentido estamos de acuerdo con una idea
expresada en el reporte de la Comision francesa sobre la Ensefianza de la Matematica:

“Aun cuando la educacion tiene otros recursos, que la reproduccion de los meandros
de la historia, para dar sentido a los conceptos y a las teorias que se enseiian — eso
no se lo podria permitir — es claro que necesitamos conocer como sacar las lecciones
de estas caracteristicas epistemoldgicas v aceptar que el calculo se pueda desplegar
v ayudar a construir un universo matematico, aunque sus objetos no puedan ser
todavia definidos perfectamente.” (Kahane, 2002, p. 201, traducido por los autores).

3. Proyecto experimental de enseiianza del calculo en México

Para el desarrollo de la experiencia, en esencia son dos propuestas: una permutacion en temas del
programa de estudio tradicional y el uso de la tecnologia.

El advenimiento de software de manipulacion simbdlica, de procesamiento de datos, de cédlculo
de raices, etc. hace de la computadora y/o calculadora una herramienta incuestionable en la
ensefianza de las matematicas. Visualizar un curso de calculo diferencial sin el uso de la
tecnologia, seria desaprovechar uno de los recursos mas importantes, con los que un profesor
puede contar hoy en dia. Pero también, pensar que el uso de la tecnologia resolveria todos los
problemas de ensefianza y aprendizaje, seria algo ingenuo. En este sentido se advierte que el
profesor debera tener cuidado en los procesos matematicos ocultos y las nuevas representaciones
de formulas, numeros y datos producidos por el software (Lagrange, 2005).

“El desafio en la educacion matematica representado por la introduccion de la

tecnologia es hoy algo incuestionable. Pero la sola introduccion de nuevas formas de

enserianza (...) no puede producir el avance deseado, sin un cambio correlativo de

ruta de aproximacion cognitiva. Desde este punto de vista, consideramos que son

esenciales dos realizaciones:

- entender que la computacion en el calculo, es algo diferente de lo visto previamente
en algebra, por el juego que se establece entre “local” y “‘global”

- entender que el uso de la computacion, otorga un papel fundamental a la nocion de
orden de magnitud.” (Kahane, 2002, p. 241, traducido del francés por los autores)

Nuestra posicion entonces radica en utilizar la tecnologia bajo un cuidadoso esquema didactico.
En este sentido hemos introducido a un curso de calculo diferencial esencialmente dos tipos de
programas. El primero consiste en escenarios didacticos que simulan un fenomeno natural. Estos
escenarios, en donde el estudiante puede manipular los artefactos, se crean en Cabri, Java o Flash,
para convertirse posteriormente en applets de uso libre en la red. El segundo tipo consiste de
sistemas tutoriales, que comparten con el profesor la tarea docente.
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Para la primera parte del curso, que corresponde a los conceptos basicos de funcion, variable
dependiente e independiente, parametro y ecuacion, se disend el proyecto de accion concreta
(Cuevas & Pluvinage, 2003) llamado “Proyecto poleas”.

Este proyecto consiste de tres applets que simulan el movimiento de una polea al cargar un
determinado peso. Adicionalmente, delineamos un entorno completo de trabajo para los
estudiantes que se compone de:

« Instrucciones dirigidas a los docentes, con la descripcion de los objetivos del estudio, la
prevision del tiempo necesario e indicaciones de organizacion.

* Instrucciones de trabajo para los estudiantes.

» Cuestionarios, con los espacios previstos, para conducir la actividad de los estudiantes.

* Archivos interactivos (el laboratorio matematico), con insercion de programas bajo la
forma de applets que corren, con el motor Java, en cualquier navegador.

Los cuestionarios sirven, al profesor, para controlar las actividades de sus alumnos; y, a los
estudiantes, para orientar, en la direccion correcta, sus experiencias con los archivos interactivos.
La figura 2 reproduce la pantalla de un archivo interactivo, elaborado en el marco del estudio del
proyecto “Poleas”. La actividad conduce, a los estudiantes, a considerar las ideas fundamentales,
para el estudio de funciones, que son las de variable independiente, variable dependiente y
parametro, asi como los conceptos de dominio y rango de una funcion.

Es necesario senalar, que un primer curso de calculo diferencial se disefia para funciones reales.
Asi, en lo sucesivo, nos referiremos a funciones reales o funcion real de una variable real.

La propuesta didactica consiste en iniciar el estudio del calculo analizando las funciones
algebraicas en el siguiente orden: polinomicas, racionales, radicales y por partes, por las
siguientes razones:

« Alserunas de las primeras funciones, que aparecen en la historia, nos permiten un estudio
de las funciones acorde al desarrollo historico del calculo.

« Lasencillez algebraica, de las funciones polindmicas, nos permiten abordar los conceptos
propios del calculo, sin que estos sean sepultados por una complejidad algebraica y
numerica.

« Permite abordar de manera gradual, los conceptos del célculo. En efecto, al analizar en
primera instancia los polinomios y después, como una aplicacion de los mismos, facilita
el analisis de las funciones racionales, radicales y definidas por partes. Por ultimo, seria
conveniente abordar las funciones trascendentes, que por cierto, es el orden de aparicion
historico.

« Permite abordar el estudio de las funciones en orden ascendente, y el estudio de cada una
de ellas, viene a ser una aplicacion del estudio anterior. Por ejemplo, el estudio de las
funciones racionales surge como una aplicacion del estudio de las funciones polinomicas.

« Permiten modelar situaciones reales, con modelos o funciones si tanta complejidad.

Con este antecedente, formaremos los diversos conceptos del calculo diferencial, a través de la
construccion del esbozo grafico de las siguientes funciones y en el orden sefialado. De manera
que los conceptos se iran incorporando poco a poco (ver figura 1).
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ESTUDIO DE LAS FUNCIONES

S FUNCIONES TRASCENDENTES

E
N POR PARTES /
0
I RADICALES /
C'
N RACIONALES /
U
F POLINOMIOS /

Figura 1. Orden de estudio de las funciones reales, en un primer curso
de calculo diferencial

ALGEBRAICAS

Por ejemplo, aunque en el proyecto de accion Poleas se introduce funcion con dominio y rango,
cuando el estudio se extiende a polinomios, el dominio no sera un concepto importante a
determinar en este caso, puesto que su dominio es el conjunto de todos los numeros reales, a
menos de que se acote previamente. Sin embargo, en las funciones racionales, radicales y las
definidas por partes, el dominio sera un concepto importante y necesario por determinar.

Los limites en infinito (x —oo0) se introducen en el estudio de polinomios, y los limites a
0 0

infinito [ f{ )x — co] en las racionales. La continuidad y la diferenciabilidad son conceptos

0 x a— O implicitos en polinomios y en funciones racionales; pero no lo son en funciones
radicales y las definidas por partes. De esta manera la introduccion de los conceptos sera gradual
y constructiva, conforme el analisis de la funcion lo requiera. Ademas, la resolucion de las
primeras funciones y conceptos facilitara la determinacion de los segundos.

El siguiente ejemplo muestra la instrumentacion de la tecnologia bajo una perspectiva didactica.

4. Proyecto de accion: Inflar un globo atado al fondo de un recipiente cilindrico con agua.

Objetivos: Introducir el concepto de funcion, dominio, variable, ecuacion y raiz real.

Supongamos que tenemos un globo inflable asido al fondo de un cilindro de radio R = 5 cm.
Cuando el globo esta desinflado, es decir, cuando el globo tiene un radio nulo, se echa agua en el
cilindro hasta que alcance una altura /. Ahora bien, el experimento consiste en observar lo que
ocurre cuando se infla el globo (ver figura 2). Mas precisamente, se trata de determinar un valor
del nivel alcanzado por el agua, que llamaremos h, cuando este sea igual al diametro del globo,
es decir cuando el globo alcance exactamente la superficie del agua.

El problema que se plantea es encontrar el radio del globo cuando éste es tangente a la superficie
del liquido. Para observar la variacion y los posibles casos de solucion, se proporciona al
estudiante un applet, en donde el estudiante podra regular la cantidad de agua inicial para después
ir inflando el globo. Mediante la actividad guiada de un cuestionario, el estudiante y profesor
plantean la ecuacion que resulta ser un polinomio cubico y para resolverlo se utiliza el sistema
tutorial CalcVisual.
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ilnfla el globo !

El globo rojo, inflable, esta arraigado al fondo de un
cilindro. Para inflar el globo, arrastra con el ratin el
punto 5.

Puedes, al inicio cuando el radio del globo es nulo,
introducir en el recipiente cierta titad de liquido,
hasta alcanzar la altura inicial sefialada.

La prequnta es: LExisten valores del radio del globo,
para los que la superficie del liquido esté exactamente
al nivel del punto mas alto del globo?

Altura h alcanzada por el liguido: 2,21 cm 5

Alhwra inicial hD en cm del liquido: 2,00

Radio x de la esfera: 1,79 cm

ili : 10,00 cm
Diametro de la esfera: 3,58 cm ametoieliniro

Volumen del globo encmd: 24,00

) Nota: el modelo p tado estd aproximad d
Wolumnen total sumergido, en cm3: 173,18 una parte del globo sale del liquido, lo que no impide dar
una respuesta precisa a la pregunta planteada.

Figura 2. Simulacién de un globo sumergido en agua en un recipiente
cilindrico

Presentacion matematica del problema

El volumen Vs de una seccion de esfera de radio x, entre el nivel 0 y la altura /4, corresponde a
una formula de geometria elemental y es

O: /M0

Vie =T[Elh x—- 0
| 30

De esta formula, se deduce que cuando 7 = 2x, el volumen total de una esfera de radio x estara
dado por
4

Ve= 3T
Tomemos ahora un recipiente cilindrico con una base circular de radio R. Sea / la altura alcanzada
por el liquido en este cilindro de radio R, cuando el globo es tangente a la superficie del liquido.

Note que, para el globo sumergido, / es superior o igual al diametro 2x de la esfera (véanse figuras
3y4).

Pero en cualquier caso, si la esfera esta completamente sumergida, el volumen total del liquido
en el recipiente incluye el volumen del globo, y esta dado por el volumen del globo, 41tx*/3, mas
el volumen del liquido que es TtR?/0. Asi tenemos que

4 4
MTMREZ=RhEo+31x3 3
M- R¥+RIe=0
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T —

Jr e . g ——

Figura 3. Globo de radio x sumergido en un | Figura 4. Globo de radio x tangente a la
recipiente cilindrico superficie del agua en el recipiente cilindrico.

Cuando el globo es tangente a la superficie del liquido, se cumple que: 7 = 2x, luego entonces, la

ecuacion se transforma en:
4

3ATMTME-2R2+ RiPo=0

O bien
4
3x*-2Rx*+ Rh* =0
4
Sidenominamos a: as =3 ; @ = 0; a1 =-2R*y ao = R h?,, tenemos que la ecuacion queda:

axiz+axmt+axi+a=0.

Es una ecuacion de tercer grado.
S1 ahora tomamos el primer miembro de la ecuacion, como funcién de x, resulta:

Px()=axsi*+ax?+axi+ ao.

Es un polinomio de tercer grado.

Al resolver la ecuacion, en nuestro caso concreto, se tiene que:
4

o= 4y R =5 entonces: as =3 ax=0,a1=-50y a,=100.
Asi
4
Px()=3x-50x +100 con 0< <x5
Pero ;como se comporta un polinomio de tercer grado? y ;cual es su grafica?

Analicemos la grafica de P(x) en general y después acotemos al arco de curva que define la
funcion y su dominio.

Como es conocido, proporcionar la grafica completa para funciones definidas en todos los reales,
es tarea imposible. Por ello, lo que se proporciona es un esbozo grafico, intentando plasmar, en
este esbozo, las propiedades mas importantes de la funcion. Y esto nos lleva a preguntarnos
(Cuales son los puntos mas importantes que debera contener un esbozo grafico? Estos puntos son
los que se visualizan en la figura 5, y aunque aparentemente son muchos, lo mas importante es
que la determinacion y método de construccion de los primeros, nos conduciran y facilitaran la
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determinacion de los que siguen. Al unir todos estos puntos obtendremos el esbozo grafico

deseado.

RANGO

EXTREMOS ABSOLUTOS

CONCAVIDAD

PUNTOS INFLEXION

SEG. DERIVADA

1
CLASIFICACION DE CRITICOS
1

MONOTONIA

PUNTOS CRITICOS

DERIVADA

EXTENSION O LIMITES

PARTIDAD

SIGINO

RAICES REALES

Figura 5. Conceptos a resolver, para la construccion de la grafica
I FUnci linomica
4
Para determinar las raices del polinomio P x( ) = 3 x> —50x +100, utilizaremos el sistema

tutorial CalcVisual. Este sistema propone, como proyecto de accion, la construccion de la grafica
de este polinomio, determinando cada una de las caracteristicas de la figura 5.

En este caso, para obtener las raices reales, se da entrada al polinomio y se opta por Construir la
Grafica y en el menu que aparece, se elige Raices reales. Luego se proporciona el numero
maximo de raices reales, con lo obtenemos la pantalla que se muestra en figura 6). En
Herramienta optamos por Evaluacion por rango y se proporciona un Valor Inicial de -10 y se da
el valor de 1 al Incremento. Obtenemos la evaluacion del polinomio en un rango de 20 valores, a
partir del valor inicial, con el incremento dado.

Esta herramienta permite, mediante aproximacion, encontrar el valor de la raiz solicitada o todas
una a una.
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Evaluacién puntual [

rango

| Raices reales dadas £
o

Valer inicial

Incremento

B B

Listo I

0] -] -] S B
733333 -423] ezees| (7333 112] JeszEa[ n =
» +
Limpiar grafica

Ohgerva coms pasan los punios por el eje X

Fi

Mediante la evaluacion por rango nos podemos ir aproximando al valor de la raiz hasta encontrar
la primera de ellas

Evaluacién por

Evaluacién puntual |

Tango

Valor inicial

Incremento

| Raices reales dadas

[7 [01

Listo |

X -7]

-6.9]

6.7

-5.6]

-6.5]

-7.333| 6.988| 20757| 33982 46.672) 58.833| 704

L3

o
o
o
L]
(-]
o
o
o
o
o
o

Evaluacién puntual I

Valor inicial

Evaluacion por
rango

| Raices reales dadas

Incremento

7 [0.01

x | -696] -695| -6.04] -693] -692] -691] -69|
Peo| -1538] -0103| 1326) 2748] 4168 5580 6.9s8
4 »

Graficar puntos |

Limpiar grafica |

S,
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Herramienta

Evaluacion puntual |

Evaluacién por
rango

Valoer inicial

Incremento

I Raices reales dadas

16.95 0.001 Listo

X |~ -6.95] -6.943]~ -6.048] -6.047| -6.948] -6

Pod | ~-0103] 400156.346E-7LN0183] 0326 o0488] 0

. —/I/ » |
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mimero igual a 0.04001

Cambio ded signo

De esta manera proponemos x; =-6.949 como aproximacion a la primera raiz, valor que valida

CalcVisual. De igual forma se obtiene que las demas raices reales son: x, = 2.343, x; = 4.606.
Una vez encontradas las raices reales, se regresa al problema original y se elige, aquella que se
encuentra dentro del dominio de la funcion.
Note que, en esta breve descripcion, se trabaja con los diversos registros de representacion
semiotica, al resolver el problema.

™} CalcVisual De la expresion analitica del polinomio a su visualizacion srafica: Calculando la

29w BF ™

RAICES
Funcidn por

P(x)=|-2x% + 2x%-x+1

Recuerde que esta funcidn tiene a lo mas 3 raices reales. a

Escriba el valor de cada raiz: | 4

Si no tiene raices reales o ya tecled TODAS, oprima Terminar +

Listo | |
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Cancelar |
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P
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® | 555111
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4
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El valor propuesto no es una raiz. Si no se aprecia asi en la
grifica. puede evaluar el polinomio en ese valor y comprobar
fque no es una raiz.

P
Eje ¥: 1 unidad x marca
Eje ' 1 unidad x marcs

Detalles i

Figura 7. Interfaz de CalcVisual, note que el menu principal se ha modificado

Una vez adquirido el concepto de raiz real en polinomios, el concepto que seguiria seria el Signo
de dicha funcion. Ahora bien, determinar el signo en un polinomio, resulta una tarea sencilla. En
efecto, si conocemos todas sus raices reales, como la funcion es continua en su dominio, basta
dividir el dominio en intervalos dados por las raices y evaluar a dicha funcion para obtener de
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inmediato su signo. Por ejemplo, para el polinomio 3 conocemos que sus

raices reales son: x; =—6.949 , x; = 2.343 y x; = 4.606. Con ellas se determinan los intervalos:

(- 00,-6.949); (-6.949,2.343) ; (2.343,4.606) v (4.606,+ ).
Evaluando la funcion, con CalcVisual, en un punto intermedio de cada intervalo, determinamos

que: Px() < 0en (-00,-6949)u(2.343,4.606) y Px( ) > 0 en (-6949,2.343) u(4.606,+c0) .
Después de interiorizar ambos conceptos, se podrian plantear problemas como:
Determinar dominio, raices y signo de la funcion:

X2+ +x6
Rx()= 3
2x -9x -2x + 24

En una funcion racional, el primer problema es definir el dominio. Pero se sabe que el dominio

3]

sera: Dz = {xe: |2x3 -Ox*-2x+ 24 # 0}. Es decir, el calculo del dominio de una funcion racional,
se reduce a un problema de aplicacion de las raices reales de un polinomio.

De igual forma, para estudiar una funcion radical del tipo S x( ) = 2x%° —‘éxz —2x + 24, el primer
problema es determinar el dominio de la funcion. Pero de nuevo, el dominio de esta funcidn estara

determinado por D; = {x el |2x3 -0 -2x+ 24 2 0}. Es decir, para determinar el dominio, de una
funcion radical, se requiere el signo del polinomio.

Esta es la idea que deseamos comunicar: introducir los conceptos conforme a las necesidades de
analisis de las funciones encontradas e introducir los casos generales de manera gradual y
constructiva.

5. Conclusiones

La Dra. Magally Martinez R. (Martinez, 2009) reporta que en 2003 implemento, por primera
vez, el sistema CalcVisual en el curso de calculo I, en un grupo de la carrera de Informatica
Administrativa (LIA) del Centro Universitario UAEM Valle de Chalco. El mismo curso se
impartio para otro grupo, de manera tradicional, con otro profesor, en la carrera de Ingenieria en
Computacion (ICO) de la misma Universidad. La investigacion tenia el proposito de detectar el
desempeno escolar entre ambos grupos. De la experiencia se tuvieron los siguientes resultados:
los indices de reprobacion en el grupo de ICO fueron del 80%, mientras que el grupo de LIA fue
del 25%. La Dra. Martinez agrega que, ante la contundencia de los resultados que se dieron, sin
modificar los sistemas de evaluacion, en el siguiente afio, 2004, impartio la materia de calculo I,
en ambos grupos, logrando disminuir los indices en ICO a 7.3% y en LIA a 9.8%. Continuando
la experiencia, en la generacion 2005 obtuvo 21.9% para ICO y 15% en la carrera de LIA. En la
generacion 2006, el indice de reprobados fue de 2.6% en ICO y de 7.7% en LIA (Martinez, 2009,
pp. 51-55). Detalla la Dra. Martinez, que el uso de las herramientas proporcionadas por
CalcVisual, facilita la actividad de factorizacion algebraica, mediante las herramientas que el
software presenta, sin que esta sea su finalidad. En particular, se observa esta mejoria en el
conocido problema para factorizar polinomios, que se observa en los alumnos como rezago de su
deficiencia en el manejo algebraico. El desarrollar actividades en cada registro de representacion
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semiodtica (algebraico, tabular y grafico), para el concepto raices reales de una funcion y su
representacion como producto de binomios, permite al alumno superar ciertos obstaculos
algebraicos.

En cuanto a la opinion de los de alumnos de LIA, ellos consideran un buen apoyo el software,
pero les resulta dificil navegar y entender el significado del concepto. Constantemente solicitan
ejercicios al profesor, a pesar de que el sistema proporciona ejercicios aleatorios. También
consideran que esta forma de ensefanza contrasta con la manera en que tradicionalmente se
desarrollan los cursos de matematicas.

Dado que el ingreso es anual, en la siguiente generacion que inicid en 2008, la experiencia con
CalcvVisual, se implementd en todos los grupos de calculo de la Universidad. Se planted
exactamente el mismo esquema de trabajo, dos horas en la sala de computo con CalcVisual y dos
horas en el salon de clase, se tuvo mas cuidado en la aplicacion de los pretest y postest para
comparar resultados, y se trato de trabajar mas sesiones como guia para el uso de CalcVisual. La
Universidad continua la aplicacion de nuestras propuestas y ha ido disminuyendo sustancialmente
su alto indice de reprobacion, sin modificar el sistema de evaluacion tradicional.

6. Perspectivas

El test diagnostico no pretende cubrir todos prerrequisitos sino localizar a cada estudiante en una
escala de competencias importantes que suponen el manejo de sintaxis especificas, solicitadas de
manera constante en el calculo diferencial: calculo numérico, uso de la proporcionalidad, manejo
de escrituras algebraicas.

Los proyectos de accion, se apoyan en escenarios didacticos creados por programas que se
ejecutan en cualquier computadora, mediante applets o ActiveX. Cada proyecto tiene como
objetivo la introduccion de definiciones y/o conceptos.

Desde el punto de vista matematico, la derivada de una funcion algebraica se define globalmente
al poner el incremento de la variable como factor de su variacion:

Fxc+h) = f(x) = O o f(x + h) = £(x) = £ (x)h + R

La hipdtesis pedagogica es posponer la introduccion del estudio de limite y de derivacion de una
funcion en un punto, hasta cuando los estudiantes han adquirido experiencia sobre los fendmenos
encontrados con polinomios y funciones algebraicas.

En los ejercicios se usan de manera sistematizada los cambios de registros.

Este modelo se pretende extenderlo a nivel nacional, en varias instituciones educativas a nivel
superior.

* Hoy estamos en una fase de experimento a mayor escala, con el apoyo de un seminario
nacional que usa contactos a distancia por videoconferencias e intercambios a traves de
un sitio web. Se organizé en noviembre de 2008 en el CINVESTAYV de la Ciudad de
Meéxico el Segundo Encuentro Internacional Sobre la Ensenanza del Célculo.

* En noviembre 12 y 13 de 2009 se llevara a cabo el Tercer Encuentro de Célculo en la
ciudad de Saltillo (Coahuila).

« Se continia la experimentacion en el CUVCHUAEM vy se estan perfeccionando los
instrumentos de medicion y cuestionarios; estamos tratando de exportar el modelo Chalco
a otras instituciones para tener una muestra mas confiable.
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* Los autores de CalcVisual, Cuevas & Mejia (2003), estan elaborando la version de
CalcVisual II.
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