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Resumen. En este trabajo se perfila una propuesta para la ensefianza del Calculo de
una variable en la cual se han incorporado ideas de Newton y Leibniz, que
constituyen un aporte importante en la creacion y desarrollo de esa rama de las
Matematicas. A través de resolver problemas relacionados con la génesis del
Caélculo, adaptados a la préactica escolar actual, se le propone al estudiante un
escenario que lo invita a reconocer, en dichas ideas, una estrategia 6ptima para el
estudio de situaciones reales donde la problematica de la variacion esta presente.
Este acercamiento responde a una vision de las Matematicas mas amplia que la que
predomina en la ensefianza tradicional, a ciertos principios del aprendizaje
constructivista y al caracter instrumental de los cursos de matematicas en las
distintas carreras universitarias. Todo ello ha permitido concebir una
reestructuracion del discurso del Célculo en el nivel universitario, donde las
nociones y procedimientos son valorados en su calidad de herramientas para la
solucion de problemas reales.
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Abstrac: This work outlines a proposal for the teaching of one-variable calculus in
which ideas from Newton and Leibniz have been incorporated, which constitute an
important contribution in the creation and development of this branch of
Mathematics. Through solving problems related to the genesis of Calculus, adapted
to current school practice, the student is proposed a scenario that invites him to
recognize, in these ideas, an optimal strategy for the study of real situations where
the problem of the variation is present. This approach responds to a broader vision of
Mathematics than the one that predominates in traditional teaching, to certain
principles of constructivist learning and to the instrumental nature of
mathematics courses in different university careers. All this has made it
possible to conceive a restructuring of the Calculus discourse at the
university level, where notions and procedures are valued as tools for
solving real problems.
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CALCULO DE UNA VARIABLE: ACERCAMIENTOS NEWTONIANO Y LEIBNIZIANO INTEGRADOS
DIDACTICAMENTE

1. Introduccion

En la ensefianza de la matematica, es comin encontrar una presentacion del
Célculo como teoria ldgicamente estructurada y expresada en un lenguaje
formal. Una estructuracidn tal se observa en los indices de multiples libros
de texto: nUmeros reales, funciones, limites, continuidad, derivada,
aplicaciones de la derivada, integral y aplicaciones de la integral. Cada
capitulo se desarrolla tomando en cuenta la informacion que el capitulo
anterior se encargd de establecer. Por su parte, el lenguaje formal que se
utiliza refleja la ausencia de un significado real de los objetos o resultados
matematicos. Por ejemplo, el Teorema Fundamental del Célculo aparece una
vez que los conceptos de derivada e integral han sido definidos formalmente
y se identifica como un resultado tedrico demostrado y que permite hacer de
lado el célculo de integrales mediante el limite de sumas de Riemann. Sin
que pensemos en que esto deja de ser importante, el s6lo verlo de esa manera
no rescata el significado primario del teorema, significado que hace entender
su naturalidad y no ver en él una de esas curiosidades que se dan en las
Matematicas.

Una presentacion asi, deja la impresion de que el estudiante entiende un
concepto con solo darle su definicion, en términos de otros conceptos
previamente definidos, y que comprende un resultado al presentarle su
demostracion; esto es, su deduccion ldégica a partir de otros resultados
previamente demostrados; y que tal entendimiento y comprension,
permitiran al estudiante aplicar las matematicas.

Imaz y Moreno (2009), describen amenamente, a manera de drama
educativo, esta preocupacion por la formalizacién que ha ocasionado
persistentes y densas patologias en el sistema educativo: indigestion crénica
por exceso de rigor, desorden inmunoldgico por alergia a los infinitesimales,
y atrofia muscular atipica reflejada en aversion al estudio del Célculo. La
ensefianza del Célculo esta en deuda, declaran, existen problemas que se han
derivado de una confusion:

Olvidarse de los origenes del Calculo y sustituirlos por el aparato formal del
Anélisis Matematico derivado del Célculo.

Llama la atencion que sea justamente ante la circunstancia de enfrentar el
trabajo docente, que matematicos como Cauchy y Dedekind reconocen la
necesidad de una organizacién de las ideas buscando la claridad conceptual,
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tomando conciencia de la urgencia de descansar el discurso del Calculo
sobre bases solidas; pero la finalidad de ello... era la ensefianza? Dedekind
(1963), muestra, explicitamente, su conviccién de la diferencia entre el
proceso de fundamentacién y el proceso didactico, al declarar en su obra
sobre la Continuidad y los Numeros Irracionales, lo siguiente:

Aln ahora el recurso de la intuicion geométrica en una primera
presentacion del Calculo Diferencial lo considero extremadamente util,
desde el punto de vista didactico, y por tanto indispensable, si uno no
desea perder mucho tiempo. Pero nadie negard que esta forma de
introduccion al Calculo Diferencial no puede pretender ser cientifica
(Dedekind, 1963, p.1).

Sin embargo, esa conviccion parece no haber ganado su lugar en las
instituciones educativas vy, a la fecha, los libros de texto persisten en dictar a
los profesores un discurso que se presupone adecuado para el aprendizaje.
Un nuevo paradigma en la manera de “hacer matematicas” arribo al aula, y
la fundamentacion tomo su lugar obviando la comprensién.

Salinas y Alanis (2009), identifican como un paradigma tradicional de
ensefianza del Célculo a una practica que, si bien no se acaba de desprender
de una estructuracion formal y rigurosa, en el dia con dia del aula defiende la
eficiencia de los cursos al ejercitar en el estudiante procedimientos rutinarios
para resolver problemas estereotipados. Estos problemas, enmarcados en una
representacion algebraica del conocimiento del Calculo, privilegian una
ensefianza mecanicista centrada en practicas algoritmicas y algebraicas,
seguramente muy condicionada por la necesidad de evaluacion del
aprendizaje en periodos y condiciones establecidas por la institucién
educativa. Los estudiantes estan habituados a realizar mecanicamente rutinas
sin significado real y este aprendizaje sin comprension ha encendido la
alarma. Artigue (2003), sefiala el rango de actuacion de un sentimiento de
crisis en la ensefianza-aprendizaje del Calculo que trasciende las diferencias
culturales. Nuevamente, la comprension de las ideas parece haber quedado
subordinada ante la eficiencia escolar.

A nuestro juicio, el paradigma tradicional de ensefianza del Calculo ha
perdido credibilidad como promotor del aprendizaje escolar. Numerosos
estudios reportan dificultades en el aprendizaje de las nociones sobre las
cuales se ha logrado estructurar el campo conceptual del Analisis. Como
ejemplo, Sé&nchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008), presentan una
revision organizada de aportes de diferentes investigaciones relacionadas
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con las dificultades de los estudiantes para comprender la derivada. A su
vez, numerosas innovaciones en la ensefianza del Calculo siguen
generandose buscando aliviar la problematica educativa; entre ellas, las
inscritas en la Reforma de Caélculo en los Estados Unidos, movimiento cuyo
inicio puede ubicarse en la reunidon que se celebr6 en la Universidad de
Tulane (Douglas, 1987), y que ha generado mas libros de texto que pelean la
originalidad de su acercamiento. Contra lo que se podria pensar, y desear, la
mayoria de esas innovaciones se hicieron independientemente de los trabajos
de investigacion (Artigue, 1995).

En México también ha habido innovaciones en la ensefianza del Céalculo que
han surgido como reacciones contra los enfoques formal y mecanicista de la
ensefianza de las Matematicas. En este articulo, queremos presentar una
propuesta de innovacion que tiene la particularidad de haber surgido y estar
evolucionando ante la consideracion de los resultados de la investigacion en
Matematica Educativa. Particularmente las investigaciones doctorales de
corte epistemolégico de Alanis (1996) y Pulido (1997), han dado luz para
valorar aquellos origenes del Calculo que quedaron opacados por la
fundamentacion y que buscamos rescatar mediante una estructura curricular
diferente, ofreciendo un acercamiento donde se integren, didacticamente
hablando, ideas que llevaron a Newton y Leibniz a la creacién de sus
respectivos Calculos.

Con este trabajo nos unimos a la conclusion que Imaz y Moreno extraen en
relacion al articulo de Roh (2008), siendo este representativo del tipo de
investigacion enmarcada en el paradigma tradicional:

...Si los estudiantes no adoptan el concepto formal de limite, si no lo
aplican, si las imagenes dinamicas (como las de Newton) no capturan el
significado de la nocién formal de limite, entonces quiza haya que
abandonar ese acercamiento curricular al calculo (Imaz y Moreno, 2009,
p. 110).

En lo que sigue discurriremos sobre algunos elementos que han apoyado la
conformacion de la estructura de la propuesta y el modo de desarrollarla en
el aula. Puntualizaremos sobre los contenidos de la misma, ubicandolos
acorde a lo que distinguiremos como acercamiento newtoniano y
leibniziano. Intentaremos clarificar la manera en que estos acercamientos
han sido integrados, y terminaremos emitiendo algunas reflexiones sobre la
propuesta y sus alcances.
4
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2. Fundamentos de la propuesta

Quienes hemos estado participando en la construccion de la propuesta,
tuvimos que reflexionar sobre nuestra concepcion de la ensefianza y el
aprendizaje de las Matematicas; reflexion que encontramos muy relacionada
con nuestra concepcion de la Matematica. Pensamos la ensefianza como un
proceso centrado en la produccién de conocimientos y su evolucion en
saberes, todo ello en el ambito escolar. En este sentido, dejamos detras el
ansia por mostrar, de inicio, un saber previamente construido y optamos por
lograr acercar al estudiante a la produccién de un conocimiento que sea
propenso a evolucionar y apto para reconocer en el saber matematico un
significado dtil.

La Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) de Guy Brousseau, distingue el
conocimiento del saber: el conocimiento se produce en una situacion
particular especifica; en cambio el saber, es un producto cultural que ya ha
sido previamente estructurado y organizado. Sadovsky (2005), desarrolla
una interpretacion de algunas ideas en esta teoria y es por su trabajo que
haremos referencia a ciertos elementos de la misma que apoyan nuestra
vision.

Sadovsky (2005), sefiala que los elementos centrales de la TSD quedan
esbozados a partir de tres hipotesis: la primera establece que el estudiante
aprende adaptandose a un medio que es factor de contradicciones,
dificultades y desequilibrios, un poco como lo ha hecho la sociedad humana.
En este sentido, nos interesa fomentar la interaccion del estudiante con ese
medio del cual el conocimiento pueda ser construido. Esta vision es muy
acorde a nuevas tendencias educativas donde se proclama el aprendizaje
activo o el papel protagénico del estudiante en su proceso de aprendizaje; sin
embargo, la idea de un medio que procure la construccion, es algo que la
TSD aporta de manera singular.

Como una segunda hipoétesis de la TSD, se entiende que un medio sin
intenciones didacticas es insuficiente para inducir en el estudiante todos los
conocimientos culturales que se desea que él adquiera. En este sentido, se
rescata la posicién del profesor como representante del saber matematico y
su responsabilidad de imprimir al medio aquéllas caracteristicas que
permitan el logro de una intencién de aprendizaje previamente concebida. El
papel del profesor no acaba en el disefio, pues al llevarle al aula se
produciran conocimientos como respuesta a situaciones particulares y falta
lograr su evolucion en un saber matematico, lo que significa arribar a un
5
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sistema organizado de conocimientos que permiten abordar cuestiones que
van mucho mas alla de los contextos que hicieron posible la produccion de
tales conocimientos. Este asunto no emerge de manera automatica como
producto de la interaccion con una situacion especifica sino que se requiere
de un trabajo de reflexién sobre las situaciones y sobre las acciones
realizadas a proposito de las mismas. Serd la interaccion entre profesor,
estudiante y conocimiento lo que brinde esta oportunidad para la evolucion
de conocimiento en saber.

La tercera hipétesis de la TSD plantea que para todo conocimiento es posible
construir una situacion fundamental, que puede comunicarse sin apelar a
dicho conocimiento y para la cual éste determina la estrategia Optima.
Sadovsky (2005), comenta sobre los alcances de la nocién de situacién
fundamental; y es a través de ello, que podemos ahora puntualizar que
nuestra propuesta es que el estudiante se vea enfrentado a una problematica
de la que surja el conocimiento relacionado con el Calculo, como la
estrategia Optima para dar solucion a la problematica en cuestion. No se trata
de construir diversas situaciones haciendo surgir secuencialmente nociones
aisladas del Caélculo. Se trata, méas bien, de encontrar aquélla problematica
que permita el surgimiento del Célculo en si, como la estrategia 6ptima de
solucion; en ese sentido, nociones y procesos deben surgir relacionados y
ubicados desde una perspectiva global, acorde a la cual se identifica su
pertinencia.

En estas hipotesis se advierte que Brousseau modela la produccion de
conocimientos tomando los supuestos centrales de la epistemologia genética
de Jean Piaget, y refiere a la constitucion del conocimiento matematico
como el resultado del reconocimiento, abordaje y resolucién de problemas.

Ademas, reconoce la necesidad de evolucién de ese conocimiento en el
saber, esto es, en la Matematica, la cual estd siendo concebida como un
conjunto organizado de saberes producidos por la cultura. Hemos observado
qué posiciones sobre el aprendizaje y la ensefianza plantea el marco de la
TSD, ademas de la concepcidn de la Matematica en que se sostiene.

Como sugerencia didactica, que desprendemos de lo comentado sobre la
teoria de Brousseau, proponemos que los contenidos de los cursos de
Matematicas sean desarrollados alrededor de un conjunto de problemas
ordenados, de acuerdo a una estructura conformada por tres partes:
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la primera que sea la ocasién para que los conocimientos emerjan como
respuesta a problemas particulares; la segunda, para reorganizar los
conocimientos en saberes; y la tercera para abordar problemas en contextos
distintos a los que permitieron la emergencia de los conocimientos.

Aplicar esta sugerencia a los cursos de Calculo requiere de una
reestructuracion del contenido tradicional de los mismos, lo que por otra
parte es acorde al hecho histérico de que el Calculo incluye tres elementos
principales: un conjunto de algoritmos (un célculo), una teoria para explicar
por qué las reglas (algoritmos) funcionan, y finalmente las aplicaciones (de
la teoria y de las reglas) a problemas fundamentales de la ciencia (Kleiner,
2001).

Lo anterior es también acorde a las tendencias actuales en la filosofia de las
Matematicas que caracterizan a esta ciencia, ante todo, como una actividad
humana involucrada en la resolucion de problemas; problemas que se
pueden referir al mundo natural y social o bien pueden ser internos a la
propia Matematica. Es como respuesta a estos problemas externos o internos
gue los objetos matematicos surgen y evolucionan progresivamente:
procedimientos, conceptos y teorias. De este modo, si por una parte es cierto
que las Matematicas son un lenguaje, no obstante, este lenguaje no es a
priori, sino que se ha construido para comunicar los problemas y sus
soluciones; por otra parte, si bien las Matematicas son un sistema conceptual
I6gicamente estructurado, tal sistema emerge de la actividad de
matematizacion (Godino, 2003).

Conscientes de lo anterior, se ha vertebrado la propuesta a través un conjunto
de problemas gque puedan ser abordados por los estudiantes, y favorezcan el
gue emerjan y evolucionen los procedimientos y conceptos sobre los cuales,
finalmente, el Célculo logré estructurarse.

Histéricamente, los problemas que condujeron al surgimiento y desarrollo
del Célculo fueron de caracter geométrico, como el determinar la recta
tangente a una curva, el célculo del area de una region y el célculo del
volumen de un solido; también se contemplan problemas relacionados con el
calculo de maximos y minimos y, ademas, problemas relativos al cambio de
las magnitudes continuas. Desde luego que, a estos problemas, habra que
agregar aquéllos otros que condujeron al desarrollo de una teoria formal de
limites en el siglo XIX, teoria que constituyo el fundamento de uno de los
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acercamientos con el que fueron abordados los problemas antes
mencionados (Kaput, 1994).

Se dice uno de los acercamientos porque tales problemas fueron abordados
por Newton y Leibniz con ideas y estilos diferentes, dando lugar a dos
acercamientos distintos que nombramos como el Calculo newtoniano y el
Célculo leibniziano. Apoyamos tal distincion al observar que en su obra “De
quadratura curvarum”, Newton declara la diferencia de sus consideraciones
con respecto a otras:

No considero a las magnitudes matematicas como formadas por partes, por
pequefias que sean, sino descritas por un movimiento continuo. Las lineas
son descritas y engendradas, no por yuxtaposicion de sus partes, sino por
el movimiento continuo de puntos; las superficies por el movimiento de
lineas; los solidos por el movimiento de superficies; los angulos por la
rotacion de sus lados; los tiempos por un fluir continuo; y asi en otras
magnitudes. Esta génesis realmente se da en la naturaleza de las cosas, y
se ve a diario en el movimiento de los cuerpos (Struik, 1986, p. 303).

En la propuesta que aqui se presenta, se entenderd por acercamiento
newtoniano aquel que se desarrolla tomando como problematica el predecir
el valor de una magnitud que estd cambiando respecto de otra; en esta
situacion, se conoce la razon con la cual esta cambiando la magnitud; o bien,
se conoce el modo en cémo la magnitud esta relacionada con sus sucesivas
razones de cambio. Por acercamiento leibniziano se entendera aquel que se
desarrolla tomando como problematica el cuantificar una cualidad de un
todo dividiéndolo en un numero infinito de partes infinitamente
pequefas, partes para las cuales es posible cuantificar la cualidad en
cuestion.

Ambos acercamientos se pueden desarrollar de manera independiente y dar
solucion a los problemas antes sefialados. Inicialmente, nuestra propuesta
solo se desarrollaba en la version newtoniana. Actualmente integra ambas
versiones a fin de aprovechar bondades de un acercamiento ante limitaciones
del otro, dicho lo anterior con relacion a condiciones didacticas. Alanis
(1996), establece los lineamientos para desarrollar el acercamiento
newtoniano, y Pulido (1997), los correspondientes al acercamiento
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leibniziano; y seré su integracion lo que permita, en particular, resignificar el
Teorema Fundamental del Calculo con la sintesis de estos dos acercamientos
escolares de los contenidos del Célculo.

Aunque en este trabajo se centra la atencion en el contenido a ensefiar, cabe
decir que en las implementaciones de la propuesta, los problemas son
abordados por los estudiantes primero de manera individual, después, en
equipos de dos o tres estudiantes y finalmente, el profesor realiza una
discusion entre los equipos para llegar a establecer la solucién socialmente
aceptada. Esto favorece que los conocimientos construidos por los
estudiantes puedan ser presentados en su calidad de saber matematico.

Esta tonica que caracteriza el como ensefiar en la propuesta, es acorde a
algunos principios del aprendizaje constructivista. Segun Piaget, los seres
humanos son capaces de construir nuevo conocimiento reflexionando sobre
sus acciones fisicas y mentales; este proceso de construccion involucra un
conflicto cognitivo, una reflexion y una reorganizacion conceptual. Segin
Vygotsky, es a través de las interacciones sociales que los seres humanos
construyen significado de las situaciones que enfrentan, resuelven conflictos,
adoptan las perspectivas de otros y negocian los significados compartidos;
estos significados, son continuamente modificados a medida que los seres
humanos intenten darle sentido a sus experiencias mientras interactiian con
otros (Muthukrishna y Borkowski, 1995).

Asi, en el abordaje individual de los problemas se estara considerando lo
dicho por Piaget, mientras que en el abordaje en equipo de los problemas, y
la puesta en comln de su solucion por parte del profesor, se estara
considerando lo dicho por Vygotsky.

El énfasis de la propuesta en afectar el qué ensefiar es debido a que quienes
han estado participando en su construccion, al igual que otros matematicos
educativos, consideran que las causas de los nada halagadores resultados de
la ensefianza tradicional de las Matematicas, no son sélo de caracter psico-
pedagdgico, sino tambien de caracter epistemologico. En tal sentido,
consideran “fundamental problematizar el propio conocimiento matematico;
es decir, no considerarlo como transparente” (Contreras y Ordofiez, 2006, p.
67).
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3. Descripcion de la propuesta

La propuesta estd dividida en dos grandes partes que pueden distinguirse
porque desarrollan uno de los acercamientos, el newtoniano o el leibniziano;
sin embargo, como se ha comentado, ambas partes incorporan elementos del
otro acercamiento para potenciar su efectividad.

Ambas partes tienen la misma estructura que consta de tres mddulos
titulados: los problemas, esbozo de la teoria y aplicaciones. Esta estructura
alude al surgimiento y evolucion de los contenidos. De este modo, en cada
una de las partes, el primer modulo corresponde con los conocimientos que
aparecen como respuesta a problemas particulares; en el segundo médulo se
pretende que los conocimientos sean transformados en saberes; y, en el
tercer médulo se abordan cuestiones que van mucho mas alld de los
contextos que hicieron aparecer a los conocimientos en el primer médulo. En
la tabla 1 se muestra los contenidos especificos de ambas partes.
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Calculo de una variable

Parte I. Célculo newtoniano Parte I1. Calculo leibniziano
Modulo 1. Los problemas Moddulo 1. Los problemas
1.1 ElI Cambio Uniforme 1.1 Longitud de arco
Valor aproximado del Area de una region
1.2 . 1.2
Cambio Acumulado plana
Valor exacto del Cambio -
13 Acumulado. Caso 1.3 Volumen de s_qhdos de
. . revolucion
Polinomial
14 Analisis Cuall_tatlvo del 14 Masa de una barra
Cambio
15 El Método de Euler 1.5 Fuerza hidrostatica
Moddulo 2. Esbozo de la teoria Mddulo 2. Esbozo de la teoria
2.1 La Derivada 2.1 La Integral
- . Propiedades de la
2.2 | Reglas basicas para derivar | 2.2 Integral
Derivadas de algunas Teorema Fundamental
2.3 . . 2.3 .
funciones especiales del Calculo

2.4 | Teoremas sobre Derivadas | 2.4 Técnicas para integrar

25 Antiderivadas 2.5 Serie de Taylor

Moédulo 3. Aplicaciones Médulo 3. Aplicaciones

Area superficial de

3.1 Analisis de Funciones 3.1 Y .
solidos de revolucion

Valores Maximos y

3.2 Minimos

3.2 Trabajo mecanico

33 Valor exacto del Cambio 33 Centro de masa
Acumulado

Tabla 1: Estructura de la propuesta
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3.1. El acercamiento newtoniano

Los problemas que conforman el primer mddulo de este acercamiento, han
sido elaborados de acuerdo con las implicaciones didacticas del analisis
epistemoldgico, realizado por Alanis (1996). En tal sentido, los problemas se
vertebran alrededor de ir construyendo una respuesta cada vez mas elaborada
a la pregunta: ¢cudl va a ser el valor de una magnitud que estd cambiando?
Se ejemplifica esta problematica de prediccion con diferentes contextos
relacionados con variadas magnitudes.

En el punto 1.1, titulado Cambio Uniforme, los estudiantes trabajan en un
problema donde se llega a construir la respuesta al problema de prediccion
para el caso en el que la magnitud en consideracion cambia a razdn
constante respecto de otra magnitud. Si llamamos M a esa magnitud y X a
la magnitud respecto de la cual estd cambiando, entonces M = Mo + r X
donde My esel valorde M cuando x =0 y r representa el valor de la
razon constante con la cual estd cambiando M respecto de x. En particular,
se tiene que el cambio que experimenta la magnitud en el intervalo [a; b] es
igual a AM [a; b] = r (b - a); es decir, que cuando una magnitud cambia
a razén constante, lo que cambia en un intervalo es igual al producto de
dicha razdn constante por la longitud del intervalo en cuestion; de esta forma
el valor de la magnitud en x = b se puede predecir mediante

M(b) = M(a) + AM [a; b] = M(a) + r (b - @)

En el punto 1.2 se considera la situacion en que la razén con la cual cambia
una magnitud no sea constante. Para abordar el problema de prediccion del
cambio que la magnitud M experimenta en el intervalo [a; b] se procede a
poner en juego la idea de suponer que en pequefios subintervalos de [a; b] la
razon con la cual cambia la magnitud fuese constante y asi construir un
procedimiento para calcular aproximadamente el cambio AM [a; b] de la
magnitud en el intervalo completo. Si r (x) representa la razén de cambio
que es variable, y se divide el intervalo [a; b] mediante: a = Xo < X1< X2<.. <
Xn = b, entonces

AM[a;b] = D r (Xi4)(Xj = Xj_q)
i-1

12
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Vale la pena enfatizar que si de entrada un intervalo, digamos [ X; X + AX ],
es pequefio, entonces M(X+AX)=~ M(x)+r(x)Ax. Este hecho lo

referimos como la idea fundamental del Calculo en esta version escolar del
mismo. Esta idea es en esencia la misma que ha sido reconocida por los
suecos Hoffman, Johnson y Logg (2004), como “el corazon del Calculo” en
su libro Dreams of Calculus el cual escriben deseosos por “exhibir algunos
aspectos clave de la educacion matematica del hoy y presentar algunos
elementos constructivos para ayudar a crear un clima mas fructifero para el
debate y la reforma” (p. 5).

En el punto 1.3 de nuestra propuesta se llega a observar que con el
procedimiento numérico ejercitado en el punto anterior y una nueva manera
de pensar, es posible en ciertos casos calcular el valor exacto de lo que
cambia una magnitud cuando la razon con la cual cambia respecto a otra no
es constante. Se concibe la mejora del proceso de aproximacion generando
una sucesion de valores que tienden al valor exacto de AM [a; b] a través de
considerar subintervalos cada vez mas y mas pequefios. En particular,
cuando la razon de cambio estd dada por una funcion potencia multiplicada
por una constante, esto es, r (X) = k X” con n nimero natural, el célculo
exacto de AM [a; b] es posible de ser realizado. Calculado este valor, se
presenta a los estudiantes un contexto apropiado (llenado de tanques de
forma cilindrica) y de esta forma podran determinar el valor de una
magnitud que estd cambiando cuando la razon con la cual cambia esta dada
por una funcién polinomial. Identifican a la funcion “predictora” y observan
que esta funcion es también una funcion polinomial.

Hasta este momento, si M es la magnitud que estd cambiando respecto de
otra magnitud x, Mo es el valor de M cuando x=0 y r(x) =a;+a;x + as

X2+ . ...+ anx"tes larazon con la cual esta cambiando M respecto a X,
entonces:

1 1 5 1
M(x) = Mo +aix+ Jax? +3 asx®+....+ T an X"

13
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En el punto 1.4, a través de las situaciones presentadas a los estudiantes se
reconoceran de facto las relaciones entre una magnitud que estd cambiando y
la razon con la cual esta cambiando; por ejemplo, si la razén con la cual
cambia una magnitud es positiva, entonces la magnitud esta creciendo. Estas
relaciones seran interpretadas en la grafica de ambas funciones, de la
magnitud y de su razén de cambio. Tal reconocimiento posibilitara un
estudio “exhaustivo” del comportamiento de las magnitudes; si crecen 0
decrecen, si lo hacen cada vez mas rapido o cada vez méas lento. De
momento esto es posible para aquellas magnitudes cuya funcion predictora
es una funcion polinomial.

En el punto 1.5 se presentan a los estudiantes situaciones donde deberan usar
el método de Euler para calcular aproximadamente lo que cambia una
magnitud cuando no se conoce explicitamente su razon de cambio, pero si se
conoce como estd relacionada la magnitud con sus sucesivas razones de
cambio. Este método descansa en la idea fundamental que hemos
desentrafiado y que ha sido explicitada en el punto 1.2. En este apartado
aparecen la funcion exponencial y la funcién trigonométrica seno al abordar
el problema de prediccion en el contexto de crecimiento de poblaciones y el
contexto de un sistema masa-resorte, respectivamente. La funcidn
exponencial aparece como respuesta al problema de predecir el valor de una
magnitud que estd cambiando de tal manera que su razén de cambio es
proporcional a la magnitud misma. La funcion trigonométrica seno aparece
como respuesta al problema de predecir el valor de una magnitud que esta
cambiando de tal manera que su segunda razon de cambio es proporcional a
la magnitud misma.

En el segundo médulo de esta primera parte de la propuesta, llamado Esbozo
de la teoria, se conceptualiza la derivada de una funcién como la precision y
formalizacién de la nocién razon instantanea de cambio, nocién cuyo trato
intuitivo fue suficiente para desarrollar el primer médulo tal y como se acaba
de describir. Los apartados de este segundo médulo pueden coincidir con los
contenidos y objetivos de las secciones en que se divide el capitulo de la
Derivada en los libros tradicionales de Calculo, mas no asi en la forma en
coémo dichos contenidos seran desarrollados.

El tercer mddulo corresponde con las aplicaciones en las cuales se abordan

el tipo de problemas del primer modulo pero en contextos diferentes, y

ademas al analizarlas y resolverlas se cuenta con herramientas y simbologia
14
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explicitas para ello. Cabe resaltar que el conjunto de magnitudes para las
cuales se puede calcular el valor exacto de lo que cambian, se amplia
grandemente al conjunto de magnitudes para las cuales se puede obtener una
antiderivada de la funcién que da cuenta de su razén de cambio. En
particular se tiene que si la magnitud M esta cambiando respecto a la
magnitud X, es decir, M =M (x) ysi r=r(x) dacuenta de larazén con la
cual cambia M respecto de x, entonces, siendo R = R(x) una antiderivada
de r (X) se tiene que

AM [a; b] =R (b) — R(a), donde: R’(x) = r(x).

En Salinas, Alanis y otros (2002), se presenta a detalle esta primera parte de
la propuesta correspondiente a la version newtoniana.

3.2. El acercamiento leibniziano

Con base en lo establecido por Pulido (1997), se desprenden los
lineamientos para desarrollar esta version leibniziana del Célculo que se
integra con fines didacticos a la version newtoniana. De esta segunda parte
de la propuesta se describira solo el primer médulo, considerando que acerca
de los moddulos restantes se tendrian comentarios analogos a los
correspondientes a la version newtoniana, pero en relacién al Calculo
Integral.

En el primer médulo, los problemas, se puede observar un desarrollo acorde
a la observacion didactica hecha por Kleiner (2001), cuando se refiere a la
invencion del Céalculo por parte de Newton y Leibniz:

Y asi como hay un tiempo preciso para la sintesis en Matematicas
en la historia, asi deberia haber uno en la pedagogia. Los
antecesores de Newton y Leibniz no sintetizaron principalmente
porgue no tenian suficiente ejemplos que pudieran haber requerido
de una sintesis. Es un lugar comln, pero merece repetirse que
deberiamos dar a los estudiantes ejemplos — muchos ejemplos, en
diferentes contextos — antes de que definamos, generalicemos o
demostremos (p. 143).

Asi, en este mddulo se presentan méas problemas que los que se abordan en la
ensefianza tradicional para conceptualizar a la integral, pero lo mas
importante es la manera en cémo dichos problemas seran resueltos.
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A continuacién ilustraremos la idea con la que son resueltos tomando como
ejemplo el célculo del érea de una regién debajo de la gréafica de una funcién
continua no negativa y sobre un intervalo, ejemplo que muy seguramente es
familiar por su acentuado uso en la presentacién tradicional dando un
significado geométrico a la integral. Recordando esa presentacion,
intentaremos sefialar similitudes pero sobre todo, las diferencias en nuestro
enfoque.

La region se divide en n partes, para ello se divide el intervalo sobre el que
esta la region en n subintervalos de igual longitud. Para cada subintervalo se
va a considerar la parte de la region que esta sobre él y bajo la grafica de la
funcidn. Se calcula un valor aproximado del area de esa parte al considerar
el trapecio determinado por el segmento de recta que une los dos puntos de
la gréfica de la funcién correspondientes a los extremos del subintervalo. Un
valor aproximado del &rea de toda la region se obtiene al sumar las &reas
aproximadas de las partes en que fue dividida. EI valor exacto del area de la
region es el numero al que tienden las aproximaciones cuando n tiende a
infinito.

Aun y cuando al momento hemos planteado una diferencia con la ensefianza
tradicional de la integral al no considerar areas de rectangulos sino areas de
trapecios, una diferencia fundamental sera utilizada cuando enseguida se
propone a los estudiantes otra manera de obtener la exactitud de ese célculo.
Siguiendo a Leibniz, trozos infinitamente pequefios de ‘“curvas” son
segmentos de rectas; llevando al extremo esta idea, se puede concebir a la
regién dividida ahora en un ndmero infinito de partes infinitamente
pequefias. En este caso, las partes de la region determinadas por los
subintervalos infinitamente pequefios son trapecios. Se calcula para cada una
de esas partes el valor exacto del area y, consecuentemente, al sumar estas
areas se obtiene el valor exacto del area de toda la region.

4. La integracion didactica

Se habia comentado que la version newtoniana y la version leibniziana del
Célculo se pueden desarrollar independientemente una de la otra; pero en la
propuesta que aqui se presenta, la intencion es integrarlas a fin de aprovechar
las bondades “didacticas” de ambas en el momento adecuado.

16
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Antes de explicitar los elementos de una version que se incorporan en la
otra, es importante remarcar que los calificativos de newtoniano vy
leibniziano no aluden a un seguimiento fiel del trabajo de estos matematicos.
El calificativo de newtoniano responde a que en esa version, al igual que en
el trabajo de Newton, la atencion se centra en el estudio del cambio; el
constructo clave en ese estudio fue la fluxion, lo que a la postre se constituyd
en la derivada. Por otra parte, el calificativo de leibniziano es porque en esa
version se le da cabida a las cantidades infinitamente pequefias, los
diferenciales, constructo clave en el Calculo de Leibniz. Lo dicho no quita
gue en ambas versiones se rescaten ideas importantes en los trabajos de estos
dos grandes genios.

Si bien los diferenciales son, como se acaba de decir, el constructo clave del
Calculo de Leibniz, en la propuesta aparecen desde la primera parte, es decir,
en la versién newtoniana. Para ser precisos aparecen en el segundo médulo:
el esbozo de la teoria. En él, si bien se comienza definiendo la derivada
como un limite, pronto se sustituye esta definicién por aquélla que rescata el
significado de la derivada como un cociente de diferenciales; esto permitira
establecer con mucha mayor fluidez las reglas para derivar y los teoremas
bésicos sobre derivadas. En este sentido la version newtoniana se hace méas
efectiva incorporando elementos del Célculo de Leibniz.

Si bien es cierto que se puede dar un trato formal y riguroso a las cantidades
infinitamente pequefias (Keisler, 2000), en esta propuesta se hara un trato
mas laxo de este tipo de nimeros; bastara aceptar su existencia, operarlos
algebraicamente como se operan los nimeros ordinarios y eliminar de una
expresion polinomial en un diferencial aquellos términos de grado mayor o
igual a dos. Estos supuestos estan en conformidad con la idea de Leibniz de
ver a las curvas como poligonos de un ndmero infinito de lados
infinitamente pequefios (Kleiner, 2001).

Veamos ahora como la version leibniziana se puede hacer mas efectiva
incorporando en ella elementos del Calculo de Newton. Para ello recordemos
simboélicamente, cémo se llegd a establecer el valor exacto del &rea de una
region.

Si el area A de una region bajo la grafica de una funcion continua no
negativa y = f (X) se visualiza como una magnitud que estd cambiando
respecto a la magnitud (variable) x, esto es, si A = A(x), entonces, el area de
la region R debajo de la grafica de f (x) y sobre el intervalo [a; b] es
justamente lo que cambia la magnitud A en el intervalo [a; b].
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Como ya se dijo en la descripcion de la version newtoniana, el valor exacto
de ese cambio se puede obtener si se conoce y se puede obtener una
antiderivada de la razén con la cual cambia A respecto a X, A" (X).

Ahora bien, resulta que las areas de los trapecios infinitamente pequefios en
los que se dividio R para calcular su area, son justamente los cambios
infinitamente pequefios que experimenta A en los subintervalos de x
correspondientes. Usando las reglas estipuladas para los diferenciales se
puede probar que las areas de esos trapecios son “iguales” a las de los
rectdngulos con base en los correspondientes subintervalos y altura igual al
valor de la funcién en cualquiera de los extremos de esos subintervalos. De
lo anterior se concluye que A"(x) = f (x), esto es que f (X) es justamente la
razon de cambio de la magnitud area A, vista como funcién de x.

Asi, el célculo exacto del area de la region R debajo de la gréfica de f (X) y
sobre el intervalo [a; b] queda garantizado si se puede obtener una
antiderivada F (x) de f (x). Finalmente este calculo exacto se expresa
simbolicamente asi:

j: f(x)dx = F (b) - F (a)

Cabe observar que el miembro de la izquierda de la anterior ecuacion
simboliza una suma infinita de cantidades infinitamente pequefias.

Con esta misma idea son abordados los problemas del primer médulo de esta
segunda parte de la propuesta y con ello se pretende que los estudiantes
puedan resolver por propia cuenta nuevos problemas en los que dicha idea se
puede poner en juego, lo cual se hara en el tercer modulo de las aplicaciones.
El que los estudiantes apliquen dicho procedimiento depende desde luego en
parte de la familiaridad que tengan con los contextos en los que se presentan
los nuevos problemas. Cabe sefialar que en implementaciones de la
propuesta se ha logrado que estudiantes establezcan por propia cuenta la
integral con la cual calcular el area superficial de un sélido de revolucion, lo
cual es dificil o imposible de lograr en los cursos tradicionales en los que la
integral se define de entrada a través de las sumas de Riemann (Pulido,
1997).
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5. Reflexion final

En las ramas de las Matematicas que, como el Calculo, tienen un origen
“empirico”, la comprension de los objetos matematicos no queda reducida a
poder dar su definicion en el caso de los conceptos, dar su demostracion en
el caso de los teoremas o poder implementarlos en el caso de los
procedimientos. Para comprender un objeto matematico es necesario conocer
el problema o clase de problemas que permitieron su surgimiento y
evolucion. Una comprension tal es necesaria para aplicaciones creativas y
efectivas de los objetos matematicos en la resolucion de nuevos problemas.

La propuesta que aqui se ha presentado pretende que los estudiantes
aprendan con comprension el Calculo de una variable. En el papel lo ha
logrado, pues quienes la hemos estado construyendo podemos decir ahora
que comprendemos la derivada y la integral de una funcién no sélo porque
podemos dar la definicion de estos conceptos, o que comprendemos el
Teorema Fundamental del Célculo no s6lo porque podemos enunciarlo y
demostrarlo, o incluso, que comprendemos el procedimiento para calcular
integrales no s6lo porque lo podemos implementar. Podemos decir que
comprendemos todos estos objetos matematicos méas bien porque conocemos
problemas que los pueden hacer surgir y evolucionar en estrecha relacion.
Esos problemas y esa relacion estan “a la vista”, precisamente, en el mismo
enunciado del Teorema Fundamental del Célculo.

En efecto, en Salinas, Alanis y otros (2002), se concretiza la propuesta en su
version newtoniana con cierto tinte leibniziano.

La portada de una de las ediciones de ese libro presenta el Teorema
Fundamental de la siguiente manera:

f(t)=f(t) +f1 £(t)dt

Si leemos con comprension este teorema, asi escrito, diriamos: “el valor de
una magnitud al final de un intervalo es igual al valor de la magnitud al
inicio del intervalo mas lo que cambia la magnitud en dicho intervalo. Ahora
bien, lo que cambia la magnitud en dicho intervalo es igual a la suma de los
cambios infinitamente pequefios que experimenta la magnitud en cada uno
de los subintervalos infinitamente pequefios en los que se ha dividido todo el
intervalo. Por otra parte estos cambios se pueden calcular porque al
corresponder con subintervalos infinitamente pequefios, alli la razon con la

cual cambia la magnitud es constante”.
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Esta lectura estaria comunicando la clase de problemas que se van a abordar
en ese libro y la manera en como se va dar solucién a ellos. En esa
representacion simbolica del Teorema Fundamental vemos como estan
relacionados los conceptos sobre los cuales el Calculo se logr6 estructurar:
funciones, derivadas e integrales.

En esa misma lectura se puede apreciar que el estudio del Céalculo que hemos
propuesto en este escrito esta restringido al de los fenémenos en los que la
razon con la cual estd cambiando una magnitud varia continuamente o bien,
en términos formales, el estudio del Célculo se esta restringiendo al de las
funciones cuya derivada es una funcién continua. Sabemos que no todas las
funciones tienen esta propiedad, y mas importante aln, sabemos que hay
fendmenos en la naturaleza en los que las magnitudes no cambian de esa
manera. Sin embargo, hemos decidido dejar estas observaciones para
plantear el problema que hace ver que no sélo los conceptos, los
procedimientos y los teoremas, sino también las teorias, siempre estan en
constante evolucion.
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