La diferencial de area. Una perspectiva
infinitesimalista

José Ismael Arcos Quezada, Diana Itzel Sepulveda Jauregui
ismael _arcos@msn.com, Sepulveda 1022@hot.ail.com
Facultad de Ingenieria, UAEMEéx; Facultad de Ingenieria
Eléctrica, UMSNH
México

Resumen. En un curso tradicional de célculo, en escuelas de
ingenieria, el concepto de integracién se introduce generalmente a
partir de sumas de Riemann. Luego, al abordar el asunto de la
integral doble o integral de &rea, se vuelve a recurrir a sumas de
Riemann sobre una region inicialmente rectangular, dando lugar a la
asi denominada integral iterada, en la que “aparece” en el integrando,
yasea dy dx o dx dy, pero no se indica que se trate del producto de
las diferenciales de las variables. Esta y otras situaciones en la forma
de presentar la integral doble provoca que el estudiante generalmente
termine por mecanizar el clculo de una integral “doble” (y después
de la “triple™), sin tener una idea clara sobre lo que se est& haciendo
y sobre el significado geométrico de esa “dA”. Si se aceptaran los
infinitesimales mas o menos de la manera en la que fueron
concebidos por Leibniz y sus seguidores, el asunto se simplificaria
considerablemente, sobre todo si tomamos en cuenta la
disponibilidad de un software libre como geogebra, el cual puede
utilizarse para hacer una argumentacion visual.
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El Célculo y su Ensefianza. Afio 3Enero-Diciembre © 2011, Cinvestav-1PN, México. P.p- 35-60


http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
mailto:ismael_arcos@msn.com
mailto:Sepulveda_1022@hot,ail.com

36 LA DIFERENCIAL DE AREA. UNA PERSPECTIVA INFINITESIMALISTA

Abstrac: In a traditional calculus course in engineering schools, the concept of
integration is generally introduced from Riemann sums. Then, when approaching
the issue of the double integral or area integral, one returns to resort to Riemann
sums over an initially rectangular region, giving rise to the so-called iterated
integral, in which it "appears" in the integrand, either dy dx or dx dy, but it is not
indicated that it is the product of the differentials of the variables. This and other
situations in the way of presenting the double integral causes that the student
generally ends up mechanizing the calculation of a “double” integral (and after the
“triple”), without having a clear idea about what is being done and on the geometric
meaning of that "dA". If infinitesimals were accepted more or less in the way in
which they were conceived by Leibniz and his followers, the matter would be
simplified considerably, especially if we take into account the availability of free
software such as geogebra, which can be used to make a visual argumentation.

Keywords: Calculus teaching, Leibnizian calculus, calculus in engineering schools.

1. Introduccion

Al analizar los textos usados para la ensefianza en las escuelas de
ingenieria se puede observar, por un lado, que en aquellos destinados
a la ensefianza de las ciencias, las cantidades infinitamente pequefias
o infinitesimales siguen siendo utilizadas, sobre todo en el proceso de
modelacion.

Por otro lado se observa que los infinitesimales, al menos como
cantidades fijas, no son utilizadas, de hecho, ni siquiera se mencionan
en los textos usados para la ensefianza del Calculo, de manera que el
estudiante encuentra que aquel Calculo que aprendio en los primeros
semestres no es el mismo que normalmente es aplicado en los cursos
posteriores.

Ahora bien, la diferencial, como incremento infinitamente pequefio,
era el concepto fundamental en el Calculo leibniziano. Sin embargo,
al cabo de poco mas de un siglo, cuando las cantidades infinitamente
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pequefias fueron desechadas del Célculo, se hizo lo mismo con la
concepcion infinitesimalista de la diferencial, y ahora, como sabemos,
esta se presenta en los textos de Calculo como una cantidad finita que
resulta del producto de la derivada de la funcion en un punto y un
incremento de la variable.

Esta concepcion de la diferencial, que encontramos en los textos
actuales de Calculo, estd mas bien relacionada con la aproximacién
lineal del incremento, idea que también resulta muy Gtil en el estudio
de las ciencia bésicas y de la ingenieria, por lo que debe formar parte
de la tematica de los cursos de Calculo, siempre y cuando se
establezca claramente la diferencia con la concepcion original de la
diferencial.

Por otra parte, al estudiar las ciencias de la ingenieria resulta
conveniente contar con un significado geométrico para cada una de
las diferenciales, segun el objeto geométrico sobre el que se integren
(sumen) las diferenciales (elementos): dx si se tienen elementos de una
recta 0 un segmento rectilineo, dr si se tienen elementos de un arco
curvilineo, dA si se tienen elementos de una region en el plano, dS si
son partes infinitamente pequefias de una superficie, y dV si son
elementos de una region sélida.

2. Los infinitamente pequefios. Aceptarlos o no

Desde hace mas de dos milenios, los matematicos griegos comenzaron
a enfrentar la problematica relativa a lo infinitamente grande y lo
infinitamente pequefio. A ese respecto, de acuerdo con Gonzélez
(1992), Anaxagoras fue uno de los primeros en manifestar su
pensamiento:

Anaxagoras de Clazomene (500-428 a. C.) establece que “...en
lo pequefio no existe lo extremadamente pequefio, sino algo
cada vez mas pequefio, [...]. De igual modo, en lo grande
siempre hay algo mas grande,...”.

ReCalc. Afio 3. Enero-Diciembre 2011



38 LA DIFERENCIAL DE AREA. UNA PERSPECTIVA INFINITESIMALISTA

Asi, al negar la existencia de lo “extremadamente pequefio” se percibe
un rechazo en aceptar las cantidades infinitamente pequefias,
observandose algo que dara lugar a la expresion cantidad tan pequefia
como se quiera, tan familiar en nuestros tiempos. Por el contrario,
Antifén, el sofista, las aceptaba, gandndose por ello las criticas de
Aristoteles, quien refiriendose a la argumentacion de Antifon respecto
de la cuadratura del circulo, decia:

[...] Dado un circulo, Antifén parte de un poligono regular, por
ejemplo, un triangulo o un cuadrado, inscrito en él. Sobre cada
lado del poligono construye un triangulo isosceles, obteniendo
un poligono regular del doble de lados, y repite la operacion
continuamente [...] “Antifon piensa que de esta manera el area
[del circulo] podria ser cuadrada, ya que después de un nimero
de veces [de realizar la operacion de duplicar los lados del
poligono] tendremos un poligono inscrito en el circulo, cuyos
lados debido a su pequefiez coincidiran con la circunferencia del
circulo. Y puesto que para cada poligono podemos encontrar un
cuadrado equivalente, [...], estamos en disposicion de conseguir
un cuadrado igual al circulo.

[...] Eudemo, discipulo de Aristoteles, aduce que Antifon
infringe el principio de que «las magnitudes son divisibles sin
limite». Siendo el area del circulo «divisible sin limite», el
proceso descrito por Antifén nunca alcanzara a todo el area, por
tanto, los lados del poligono inscrito se acercan «en potencia» a
la circunferencia, pero nunca ocuparan «en acto» la posicion de
la misma.

Asi pues, podemos afirmar que, en buena medida, la discusion sobre
lo infinitesimal se centraba en torno a aceptar o no que llegaba un
momento en el que se pudiera afirmar que se tenia una situacion
distinta a la que se tiene en condiciones normales. En el caso del
circulo y los poligonos inscritos en un circulo, por ejemplo, el asunto
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es aceptar, o no, que dada su infinita pequefiez, el arco de cada sector
circular puede ser considerado, exactamente (0 bien, con un error
infinitamente pequefio) como un segmento rectilineo.

Cuando se manifiesta tal aceptacion se estara hablando de un infinito
actual, mientras que si se afirma que el arco nunca deja de ser curvo,
entonces se habla de un infinito potencial.

Ese pensamiento infinitesimalista, basado en la aceptacion del infinito
actual, permitiria, muchos siglos después, arribar a muchos resultados
de manera mas simple que como lo hicieron los matematicos griegos.

En el caso de la cuadratura del circulo, por ejemplo, y siguiendo la
argumentacion de Antifdn, tendriamos que (ver figura 1), si se acepta
que llega el momento en el que los segmentos circulares son triangulos
rectilineos, cada uno de estos tendria una altura igual al radio del
circulo y una base infinitamente pequefia, de longitud As.

Si todos estos tridngulos se dibujan con sus bases alineadas (como
desenrollando el circulo) y con el tercer vértice en el mismo punto
(que podria ser el centro del circulo), se obtendria un tridngulo con
base igual al perimetro del circulo y altura igual al radio del mismo,
lo que resulta ser una de las proposiciones de Arquimedes en La
cuadratura del circulo.

Figura 1. Cuadratura del circulo aceptando los infinitesimales

Sin embargo, la forma de pensar dominante en esa época era mas bien
contraria a lo infinitesimalista, ya que en la aceptacion del infinito
actual se veia una falta de rigor. Asi, argumentaciones como la de
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Antifon eran tachadas de poco formales por lo que las afirmaciones
que tuvieran lugar de esa manera no resultaban admisibles.

3. Concepcion infinitesimalista de las curvas en el Calculo
leibniziano

En sus origenes, a finales del siglo xvii, el Célculo leibniziano se
presentaba generalmente en un contexto geométrico, aunque desde el
primer escrito de Leibniz se manifestaba ya la potencialidad de la
nueva herramienta para abordar y resolver problemas de la Fisica.

En aquel Calculo, un recurso basico era la concepcion
infinitesimalista de las curvas, viéndolas como poligonales con una
infinidad de lados, cada uno de ellos infinitamente pequefio. Esta
manera de ver las curvas, entre otras ventajas, permitia dar una
definicion sencilla de la recta tangente. Por ejemplo, Leibniz (1684),
en su “nuevo método de maximos y minimos...”, decia:

Encontrar la tangente, es trazar una recta que une dos puntos de
la curva, separados una distancia infinitamente pequefia, o bien,
prolongar el lado de un poligono de un namero infinito de
angulos, lo que para nosotros es equivalente a una curva...

Al considerar ademas de lo anterior algunas reglas para operar con
cantidades finitas (ndmeros reales), en combinacién con
infinitesimales y cantidades infinitamente grandes, se obtenia una
herramienta sumamente poderosa para el estudio de las curvas.

Uno de los seguidores de Leibniz, el Marqués de L’Hopital, cuando
escribio su Analisis de los infinitamente pequefios (1696), anunciaba
desde el mismo titulo que la obra tenia un caracter didactico,
indicando que era “para el entendimiento de las lineas curvas”.

Si bien se ha sefialado que L’Hopital publico mas que su propio
trabajo, aquel que le comunicaba Johann Bernoulli, la redaccién y

organizacion del contenido del Analisis, que cabe esperar, si se deban
al Marqués. En esta obra, la primera definicion se refiere a las

ReCalc. Afio 3. Enero-Diciembre 2011



ISMAEL ARCOS QUEZADA, DIANA ITZEL SEPULVEDA JAUREGUI 41

cantidades constantes y variables, y en la segunda ya define la
diferencia:

La parte infinitamente pequefia en la que una cantidad variable
aumenta o disminuye continuamente es llamada la Diferencia.
Sea AMB, por ejemplo, una linea curva cualquiera que tiene
como eje o diametro a la linea AC y como una de sus ordenadas
alarecta PM, y sea pm otra ordenada infinitamente cercana a la
primera. Admitido esto, si se trazan MR paralela a AC y las
cuerdas AM y Am, y luego se describe, con centro en Ay radio
AM, el pequefio arco de circulo MS, entonces Pp serd la
diferencia de AP; Rm la de PM; Sm la de AM, y Mm la del arco
AM. Analogamente el pequefio triangulo MAm que tiene como
base al arco Mm sera la diferencia del segmento AM, vy el
pequefio espacio MPpm serd la diferencia del espacio
comprendido por las rectas AP y PM, y por el arco AM.

Figura 2. La diferencial en el texto de L"Hépital

Con la lectura de este parrafo se pueden hacer varias observaciones,
una muy interesante es que la definicion dada para la diferencia, y la
figura anexa, nos llevan a establecer, de manera muy sencilla, las
expresiones correspondientes a los elementos de arco y de area bajo
la curva. En el caso del arco AM, cuyo incremento es el arco
infinitesimal (y, por lo tanto, rectilineo) Mm, tenemos que:
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d(arco AM) = arco Mm = ds = -/MR? + Rm? = X/dxz +dy?. En el
caso del area bajo la curva: d(area APM) = area (PpmM) = Pp -
PM + MR - RTm = ydx + dx dy/2, y como el segundo término es un

infinitesimal de orden 2, obtenemos el resultado final, es decir
dA = ydx.

En cuanto a las operaciones aritméticas entre cantidades finitas e
infinitamente pequefias, L’Hopital propone algunos postulados, el
primero de los cuales dice:

I. Requerimiento o suposicion (postulado)

82. Se pide que se puedan tomar indistintamente una por otra a dos
cantidades que no difieran entre si mas que por una cantidad
infinitamente pequefia, o (lo cual es lo mismo) que una cantidad que
no se incremente ni se haga disminuir mas que por otra cantidad
infinitamente menor que ella, puede considerarse como que
permanece siendo la misma...

Es mediante este postulado que en una suma pueden “despreciarse”
todos los términos que sean infinitamente pequefios respecto de otros,
que serén los que permanezcan en la suma. Por otra parte, en la
definicion podemos observar que la diferencial (o diferencia) de una
variable era la medida de un cambio infinitesimal de la misma, y que
la variacién continua de una variable se podia interpretar como una
variacion con “saltos” infinitesimales. Esta situacion aparentemente
contradictoria se describira siete décadas después con mas claridad,
en el Calculo infinitesimal de Bezout (1768), ya que en este se define
diferencial como sigue:

Cuando se considera una cantidad variable que crece por grados
infinitamente pequefios y se desea conocer el valor de esos
incrementos, lo que se presenta como méas natural es determinar el
valor de esa cantidad para un instante cualquiera y el valor de esa
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misma cantidad para el instante inmediatamente siguiente; entonces,
la diferencia de estos valores es el incremento (o el decremento) que
recibe esa cantidad: a esto es a lo que se llama diferencial de esa
cantidad.

Utilizando una simbologia actual, podemos decir, de acuerdo con
Bezout, que si tenemos una funcién definida mediante y = f(x), y X
cambia su valor desde x hasta x + dx, siendo dx infinitamente
pequefio, entonces el cambio en el valor de la funcion, que suponemos
debe ser infinitesimal (;por qué no habria de serlo?) estara dado por
dy = f(x + dx) — f(x). Esta manera de ver la definir la diferencial
facilita mucho las cosas en el aspecto operativo.

4. Ladiferencial en los textos de célculo, hasta la primera mitad
del siglo xx

Las criticas sobre una supuesta falta de rigor en las ideas del Céalculo
basadas en la aceptacion de las cantidades infinitamente pequefias
tuvieron lugar desde la aparicion de tales ideas. En el caso de las
versiones del Calculo de Leibniz y Newton, ambas tuvieron
detractores.

A lo largo del siglo xvin fue creciendo la presion por elaborar una
presentacion del Calculo en el que los infinitamente pequefios y otras
concepciones igualmente sefialadas como no rigurosas. De esta
manera la concepcion de diferencial como un incremento
infinitamente pequefio de una cantidad variable fue gradualmente
abandonada en los textos de Calculo.

Asi, en los albores del siglo xix, Lagrange, en su Teoria de las
funciones analiticas, ni siquiera define la diferencial, sin embargo
Lacroix (1837), quien de alguna manera escribe su texto con base en
el modelo lagrangiano (lo que implica el recurso extensivo del
desarrollo en series de potencias), indicaba:
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...tomar¢ como ejemplo la funciéon U = ax®. Poniendo Xx+h en el
lugar de x y restando la cantidad ax® del resultado, se ha obtenido, en
la expresion

u’'—u =3a*x+3ax? +ah?,

. el primer término 3ax’h de esta diferencia, que no es sino una
porcién de la misma, se llama diferencial, y se le designa por du...

Vemos, pues, que en el desarrollo en serie de potencias (o0 serie de
Taylor) para expresar el incremento de la funcion (al que Ilama
diferencia), reconoce al primer término del desarrollo como la
diferencial, es decir, ve a la diferencial (de la variable dependiente)
como la aproximacion lineal del incremento, que es como se presenta
en los textos actuales de calculo. Por supuesto, tanto h como du, los
incrementos de las variables, son cantidades finitas.

Maés tarde, cuando Cauchy escribié su Analisis (1823), tampoco
recurrié a los infinitesimales como cantidades fijas, sin embargo
siguio empleando una terminologia infinitesimalista, aludiendo a los
infinitamente pequefios siempre que una variable tendiera a cero. De
esta manera, para definir la diferencial indicaba:

Sean como siempre Yy = f(X) una funcion de la variable
independiente X, i una cantidad infinitamente pequefia, y h una
cantidad finita. Si se hace i =ah, a sera también una cantidad
infinitamente pequefia y se tendra la identidad
f(x+i)-f(x) _ f(x+ah)-f(x)
i - ah

, de donde se

concluird

1) f(X+ah)—f(X)=f(X+I?—f(X)h
a i

Cuando la variable o se aproxima indefinidamente a cero y la

cantidad h permanece constante, el primer miembro de la ecuacion (1)
converge hacia un limite que es llamado la diferencial de la funcién
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y = f(X). Se indicara esta diferencial por la caracteristica d, (...) asi
que d f(x)=hf'(x).

Como puede observarse, como en el caso de Lacroix, identificamos
aqui a la diferencial como una aproximacion lineal del incremento,
s6lo que ahora Cauchy remarca el caracter finito del incremento de la
variable (y, por lo tanto, de la funcion).

Ahora bien, aun cuando Cauchy escribio su Analisis en la década de
los mil ochocientos veinte, los autores de textos para la ensefianza del
Célculo siguieron recurriendo durante todo el siglo xix a las versiones
de Leibniz, Newton y Lagrange, incorporando ocasionalmente
algunas de las ideas de la propuesta de Cauchy. Ello podia ocurrir,
incluso, en el mismo texto, de manera que, hasta principios del siglo
xX, distintas presentaciones de los conceptos del Calculo podian
coexistir, si asi creia el autor que resultaba conveniente, desde un
punto de vista didactico y de acuerdo con su propia experiencia.

Por ejemplo, en su texto, Bowser (1928) se manifiesta partidario de la
presentacion infinitesimalista del Céalculo, aunque no desecha otras
ideas, segun indica en el prefacio:

El presente trabajo sobre Célculo Diferencial e Integral esté disefiado
como un libro de texto para bachillerato y escuelas cientificas. El
propésito ha sido el de exhibir la materia de muna manera concisa y
simple aunque consistente con el rigor de la demostracion, para
hacerlo tan atractivo al principiante como la naturaleza del Calculo lo
permita. ..

He adoptado el método de los infinitesimales, habiendo aprendido de
la experiencia que los principios fundamentales de la materia resultan
ser mas inteligibles a los principiantes con el método de los
infinitesimales que con el de los limites, ademas de que, en las
aplicaciones préacticas del Calculo, las investigaciones son realizadas
totalmente por el método de los infinitesimales. Sin embargo, un
conocimiento més profundo de la materia requiere que el estudiante
esté familiarizado con ambos métodos, razon por la cual el capitulo
III esta dedicado exclusivamente al método de los limites...
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Asi pues, vemos que este autor afirma que su propuesta es entendible
pero, a la vez, rigurosa, y que “el método de los infinitesimales” es
mas accesible que el de los limites, sin embargo, reconoce que resulta
conveniente estudiar también este ultimo si se requiere ‘“un
conocimiento mas profundo”.

En el capitulo 11, que dedica al “método de los limites”, hace una
presentacion de los conceptos de limite y derivada de manera parecida
a la de los textos actuales, pero sin definir el limite con “épsilon y
delta”. En cuanto a las cantidades infinitesimales y la diferencial, nos
dice que:

Una cantidad infinita, o un infinito, es una cantidad que es mayor que

cualquier cantidad asignable. Un infinitesimal es una cantidad que es
menor que cualquier cantidad asignable...

Si suponemos que una variable, como x, experimenta un cambio, tal
cambio es llamado un incremento; el incremento de x es usualmente
denotado por AX, que se lee “diferencia X”, o “delta x”, donde A es
tomada como una abreviacion de la palabra diferencia...

Cuando el incremento o diferencia se supone infinitamente pequefia,
o infinitesimal, es llamada una diferencial, y es representada por dx,
que se lee “diferencial x”, donde d es una abreviacion de la palabra
diferencial...

Fue hasta la primera mitad del siglo xx que el rigor comienza aparecer
en los textos de Célculo, centrando la atencion en la definicion de
limite. Finalmente, con la Reforma de la Matematica Moderna, en los
afios sesenta y setenta, varios de los textos con mayor influencia en
las aulas eligen una presentacion de los conceptos del calculo con
énfasis en el rigor, haciendo francamente incomprensible el Calculo
para la gran mayoria de los alumnos, no solo del bachillerato, sino
también de las escuelas de ingenieria.

5. Ladiferencial en los textos de calculo, actualmente
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En la actualidad, si bien los textos de Calculo han disminuido el
énfasis en el rigor, mantienen al limite como el concepto central.
Comentaremos aqui dos de estos, primeramente el de Leithold (1994)
, que tuvo mucha aceptacién en nuestro pais entre los afios ochenta y
noventa, y luego el de Haaser (1970), que fue muy utilizado en las
escuelas de ingenieria, entre los afios setenta y los ochenta.

Hay que decir, antes que nada, que en esa época los autores se
ufanaban de no utilizar el Célculo leibniziano, nada més que su

., ... . . da .
notacion, insistiendo siempre a los estudiantes que ﬁ no deberia

considerarse jamas como una razén. Asi, luego de definir la derivada,
Leithold dice que:

Leibniz probablemente Pens6 en dx y dy como pequefios cambios o
variaciones de las variables x y y, y en la derivada de y con respecto a
x como la razon de dy a dx cuando dy y dx son pequefios...

Podemos notar claramente el desdén del autor hacia los
infinitesimales; dx y dy son “pequefios” cambios, no cambios
infinitamente pequefios. Probablemente el autor asuma que, tres siglos
después, ya nadie quiere saber nada sobre infinitesimales, o incluso
que habrd que proteger a Leibniz de sus propias concepciones
erroneas. Més adelante, el autor indica:

Se debe recordar que cuando dy/dx se utiliza como notacién para la

derivada de una funcién, a dy y a dx no se les ha dado significado
independiente hasta ahora en el texto, aunque posteriormente se
definiran por separado. De modo que en esta ocasion dy/dx es un

simbolo para la derivada y no debe considerarse como una razon...
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v

A

X Ax x+Ax

Figura 3. La diferencial en el texto de Leithold

Asi pues, debe tenerse muy presente que esta notacion se utiliza para
referirse a una sola cosa: la derivada; dx y dy, por separado, no tienen
significado (por el momento, dice el autor). En el texto habla de la
diferencial s6lo como una de las aplicaciones de la derivada, méas
precisamente como una aproximacion lineal:

Si la funcidn f esta definida por la ecuacion y = f(x), entonces la
diferencial de y, denotada por dy, estd dada por dy = f'(x) Ax,
donde x esta en el dominio de f' y AX es un incremento arbitrario
de x.

Ahora consulte la figura, donde la distancia dirigida es igual a dy.
Observe que dy representa la variacién de y a lo largo de la recta
tangente a la grafica de la ecuacion y= f(X) en el punto

P(x, f(x)), cuando x variaen AX.
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Observemos que esta definicion para la diferencial (de la variable
dependiente, como lo indica Leithold) es basicamente la misma que la
dada desde Lacroix, a mediados del siglo xix.

En cuanto a la diferencial de area, es decir, a la diferencial
correspondiente a una integral doble, en el texto de Haaser podemos
ver:

En la introduccién al calculo hemos estudiado la integral (definida) de

Riemann, f:f = f:f (x)dx, de una funcion real de variable real. En
este capitulo consideraremos la generalizacién del concepto de
integral a dimensiones mas altas —para las funciones reales de
diversas variables reales— y a conjuntos que son mas generales que
intervalos [...] Aunque la extension a dimensiones mas altas aumenta
el problema del calculo de la evaluacion de la integral, la
generalizacion es directa y natural. La extensién es tanto de interés
matematico como de importancia considerable en las aplicaciones...

Asi pues, podemos ver el autor considera que la integral de area o
integral doble, es una extension o generalizacién de la integral de una
funcion real, y que esta es de interés tanto en la matematica misma
como en las aplicaciones.

Dice que la extension ocurre de manera simbolica, partiendo de las
definiciones que se requerian para la integral de una funcion real,
generalizando lo que sucedia para un conjunto de nameros reales, a
un conjunto de puntos en el plano.

Asi, considerando a = (ay,a,) y b= (by,b,), define intervalo
cerrado [a, b] como el conjunto de todos los puntos x = (x,y) € R?
tales que a; < x < b; y a, <y < b,, lo que le permite definir la
particion de un intervalo cerrado en el plano y la norma de una
particion como estas.

Luego, al considerar una funcion real f, acotada sobre un intervalo en
el plano, define el infimo y el supremo de la funcién sobre una regién
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en el plano, y en seguida la suma inferior y la suma superior de una
funcion, correspondientes a una particion P, después de lo cual indica:

Estas sumas tienen una sencilla interpretacion geométrica para
funciones no negativas en un intervalo [a, b] en R?, aunque debemos
recordar que la sola restriccion que hemos impuesto sobre nuestras
funciones es que han de ser acotadas. ..

En los textos de esa época, no era muy bien visto basar una explicacion
en una figura, haciendo una argumentacion visual, de manera que se
procuraba presentar todo simbélicamente, y recurrir lo menos posible
a las figuras. Continuando con el texto, encontramos lo siguiente:

La suma inferior [...] es la suma de los paralelepipedos interiores. La
suma superior [...] es la suma de los paralelepipedos exteriores. ..

Luego define la integral inferior y la integral superior de f sobre un
intervalo [a, b] y luego de dos lemas y de definir la integral definida

(de Riemann) de f sobre [a, b] fabf como el valor de la integral inferior
0 superior, cuando estos coinciden, indica:
Puede también usarse para denotar la integral de f la notacién
fabf(x)dx. La integral de una funcién f sobre un intervalo

[a,b] € R? se llama integral doble. El término “doble” se
refiere a la dimension del intervalo [a, b]. Las notaciones

b b
I fy)dx dye [f f(x,y)dA
Se usan a veces para denotar la integral doble de f sobre [a, b].

Vemos entonces, que al escribir dA o dx dy solo se esta haciendo uso
de otra notacion, no se da a ninguna de estas expresiones un
significado geométrico. Son simplemente variantes de dx.
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6. La propuesta

Para quien se prepara para ejercer profesionalmente la Matematica, el
rigor puede resultar irrenunciable, sin embargo, para un estudiante de
ingenieria, el énfasis de la formacion escolar en cuanto a matematicas
se refiere, debe estar en las aplicaciones y en que estas deben ayudarlo
a comprender mejor los conceptos propios de las ciencias de la
ingenieria.

Asi pues, lo que proponemos a continuacion es recuperar las bondades
didacticas del Calculo de fines del siglo xvii, tomando en cuenta la
disponibilidad los recursos tecnoldgicos con los que contamos
actualmente, para hacer entonces una presentacion de los conceptos
propios de la disciplina.

6.1. Tangentes, arcos y cuerdas

Antes de abordar el problema de la diferencial de area consideremos
el comportamiento de la tangente y la secante a una curva, y de un
arco de la curva misma, en una escala “infinitesimal”. A este respecto,
Newton afirmaba que, si un punto de una curva se mueve sobre esta,
acercandose a otro punto fijo de la curva, “al final, la razon entre
cuerda, arco y tangente, es la unidad”, lo que actualmente se reconoce
como Principio de las (primeras y) ultimas razones, el cual se
encuentra en Los Principios (Newton, 1993). En los lemas VI y VI,
de la seccion primera del libro primero, dice:

D g

r

Figura 4. Principio de las Ultimas razones en Los Principios de Newton

ReCalc. Afio 3. Enero-Diciembre 2011



52 LA DIFERENCIAL DE AREA. UNA PERSPECTIVA INFINITESIMALISTA

Si cualquier arco ACB, en una posicién dada, es subtendido por su
cuerda AB, y en cualquier punto A situado en medio de la curvatura
continua es tocado por una recta AD prolongada en ambos sentidos,
si los puntos A 'y B se acercan el uno al otro y se encuentran, afirmo
que el &ngulo BAD contenido entre la cuerda y la tangente disminuira
hasta lo infinito, desapareciendo en Gltima instancia.

Porque si ese angulo no desapareciese, el arco ACB contendria con la
tangente AD un angulo igual a un angulo rectilineo vy, por lo tanto, la
curvatura en el punto A no sera continua, cosa contraria a la hipétesis.

[...] Suponiendo las mismas cosas, afirmo que la ultima razon del
arco, la cuerda y la tangente entre si es la razon de igualdad.

Actualmente se diria que el limite de la razon entre las longitudes de
dos cualesquiera de esos tres elementos (tangente, cuerda y arco), es
la unidad. En otras palabras, Newton afirmaba que el arco, la cuerda
y la tangente se funden, “al final”, en un solo segmento.

En la figura 1.4 se ilustra tal proposicion. En cada una de las cuatro
gréaficas del lado izquierdo se muestra la parte de la curva y =sen x,
correspondiente a x €[0, 2], lo mismo que el punto P = (1, senl).

Ademas, en cada una de las cuatro se muestra, para un punto Q,
también de la curva, pero en diferentes posiciones, “moviéndose”
hacia P si se ven las gréaficas de arriba hacia abajo.
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T 75
P
Ax 9 9
4x=0.5
T
Q
Ax=0.25
T
Q
Ax=0.125
Ta
4 x=0.03125

Figura 5. Principio de las ultimas razones con ayuda de una computadora

La diferencia entre las abscisas de P y Q es Ax, de manera que las
coordenadas de Q son (1+ Ax,sen(l+ Ax)). Las figuras mostradas

corresponden, respectivamente, de arriba hacia abajo, a Ax=0.5,
Ax=0.25, Ax=0.125y, Ax =0.03125.
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En cada caso se trazé la cuerda PQ y el segmento PT de la recta
tangente a la curva en P. Ademaés se trazd el rectdngulo definido por
esta porcion de la recta tangente. Esa region rectangular es la que se
muestra ampliada del lado derecho.

Podemos observar, tal como indicaba Newton, que conforme Q se
aproxima a P, queda aun mas préximo de T, de manera que la cuerda
y el arco PQ terminan por confundirse entre si y con la tangente PT.

Por otra parte, y como se ha dicho anteriormente, para Leibniz y sus
seguidores, una curva podia considerarse como una poligonal
constituida por una infinidad de segmentos rectilineos, uniendo cada
uno de ellos un par de puntos infinitamente proximos entre si. De esta
manera, si dos puntos de una curva cualquiera estan infinitamente
proximos entre si, entonces el arco comprendido entre estos puede ser
remplazado por la cuerda o por el correspondiente segmento de la
recta tangente. Todo esto se puede aprovechar en las aulas con ayuda
de la tecnologia.

6.2.  Diferencial de area en coordenadas polares

En los textos actuales de Calculo, por ejemplo en Stewart (2008),
cuando se habla de la integral doble en coordenadas polares, se recurre
a sumas de Riemann sobre la region tipica a <0 < f,a<r <b,
hasta llegar a la consabida formula:

B b
f flx,y) dAszf(rcose,rsenH) r dr do
R a a

Reconociendo de alguna manera, que el proceso para llegar a esto es
muy tedioso, a continuacion nos indica:

Esta formula dice que se convierte de coordenadas rectangulares a
polares en una integral doble si se escribe x =rcos@yy =r sen 9,
al usar los limites de integracion apropiados para r y 6, y remplazar
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dA por r dr d6. Tenga cuidado de no olvidar el factor adicional r en
el lado derecho de la férmula. Un método clasico para recordar esto
se muestra en la figura 6, donde el rectangulo polar “infinitesimal” se
puede considerar como un rectangulo ordinario con dimensiones r d6
y dr vy, por lo tanto, tiene “area” dA = r dr d6.

Figura 6. Diferencia de area en coordenadas polares en el texto de
Stewart

Observemos que las comillas indican claramente que no se reconoce
la legitimidad de las cantidades infinitesimales, dA no es
rigurosamente un area y la figura es solo un recurso mnemotécnico.

Si en cambio recurrimos a la concepcion leibniziana de las curvas,
podemos partir considerando la variacién que se produce, en el area
de una regién, por la variacion sucesiva de las variables coordenadas
ry @ (ver figura 7, izquierda), es decir, por el movimiento de un punto
desde P hasta Q (variacion sélo de r) y luego hasta T (variacion sélo
de 9).

En dicha figura, el punto de partida, P, tiene coordenadas
rectangulares (2,1), de manera que r=v22+12=+/5y 6 =
arctan % A partir de ahi se tiene un incremento Ar = 1.4 para llegar

a Q, y luego un incremento A6 = 0.51 para llegar a T. En tales
condiciones es claro que la region generada por el cambio de posicion
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desde P hasta T, es curvilinea, al menos en dos de las cuatro partes de
la frontera.

T Ar=14
Ad =051 Af = 0.0134
rAf = 0.03

2]
rae
Ar
ae~7 P\P=(2,1)
0 T
oo 2} } 4

Figura 7. Regidn plana elemental, en coordenadas polares

Si ahora asumimos que las variaciones son infinitesimales, las curvas
se consideraran como rectas, y como la tangente a una circunferencia
es perpendicular al radio que pasa por el punto de tangencia, el sector
circular sera ahora el rectangulo de lados PQ = dr y PR = r d#@, asi
que el elemento de area buscado es el area del rectangulo, es decir
dA = rdr df. Con geogebra puede observarse que, con cambios
apenas pequefios en los valores de las variables coordenadas, en este
caso Ar = 0.05y A8 = 0.0134, laregion ya se ve como un rectangulo
(figura 7, derecha).

6.3. La diferencial de areay el jacobiano de
latransformacion

Consideremos ahora el problema general de calcular la diferencial de

area para una region del plano que es la imagen de una region
(preferentemente rectangular) del plano xy, bajo la transformacion
definida mediante x =f(u,v).
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Para el caso mostrado en la figura, tenemos definida la transformacion
2
inversa definida mediante u = 2x2? + 3y?yv = y? de manera que el

plano esta reticulado por la familia de elipses u = ¢ y la familia de
pardbolas v = k.

Supongamos ahora que ocurren cambios finitos Au y Av de las
variables coordenadas, de manera que el punto P = f(u,v) se
desplace hasta el punto T = f(u + Au, v + Av), como se muestra en
la figura 8 (izquierda). Este “movimiento” habrd generado el
cuadrilatero curvilineo PQTR. En la figura tenemos que Au = 1.5y
Av = 0.5.

Si ahora suponemos que los cambios de las variables coordenadas son
infinitesimales, en lugar de region curvilinea tendremos el
paralelogramo PQTR (figura 8, derecha), cuya area sera el area
elemental dA correspondiente a la transformacién. No podemos
realmente hacer una figura con incrementos infinitesimales de las
variables coordenadas, sin embargo, con incrementos ‘“pequefios”
podemos observar que el cuadrilatero realmente curvilineo es a la vista
un paralelogramo. En la figura tenemos Au = 0.23 y Av = 0.07.

Figura 8. Region plana elemental en coordenadas curvilineas
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Asi pues, si el “punto de partida” es P = f(u, v), Q el punto sobre la
curva coordenada (u = constante), que se obtiene al ocurrir una
variacion infinitesimal dv en el valor de v, permaneciendo u constante
y R el punto sobre la curva coordenada (v = constante), que se obtiene
al ocurrir una variaciéon infinitesimal du en el valor de v,
permaneciendo v constante, tendremos que Q = f(u,v +dv) y R =
f(u + du,v).

De esta manera, el area elemental correspondiente a la transformacion
serd el area del paralelogramo PQTR, que es la magnitud del producto

vectorial de los vectores PQ y PR.
Tenemos ademas que:

ﬁizf(u,v+dv)—f(u,v) =W dvza—i dv
Y ﬁ=f(u+du,v)—f(u,v)=wdu=a—£du
Entonces:
of
dA=|[PGx PR|| = | avx 2 du| = || x 2 || dudv =
a(’“”| du dv

Lo que nos da la conocida “formula” de cambio de variable para una
integral de area:

= ACHYD)
Jo FO07) dA= f fCeu,v),y(wv)) |52 du dv

Si se propone alguna transformacion en el plano, geogebra nos
permitira observar que la region curvilinea, comprendida entre dos
pares de curvas coordenadas, se verd como un paralelogramo para
valores suficientemente pequefios de los incrementos de las variables
coordenadas, como se observa en la figura 8 (derecha).
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