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Resumen. El trabajo que aqui se presenta es el punto de partida de
una investigacion que forma parte de un proyecto que tiene como
objetivo mejorar la ensefianza y el aprendizaje del Calculo. Quienes
participan en ese proyecto, al igual que ofros matematicos
educativos, consideran que las causas de los nada halagadores
resultados de la ensefianza tradicional de las matematicas, no son
solo de caracter psico-pedagdgico, sino también de caracter
epistemologico. En tal sentido, se han dado a la tarea de elaborar
una propuesta de qué enseiiar en los cursos de Célculo, y no sélo de
como enseflar en esos cursos. Conscientes de la importancia de
conocer la realidad que se desea transformar, las primeras
investigaciones de ese proyecto han tenido como objetivo
caracterizar la enseflanza del Célculo. En este trabajo se reporta lo
que se ha avanzado en cuanto a la caracterizacion de la ensefianza
del Calculo Integral.
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enseflanza.

Abstrac: The work presented here is the starting point of an investigation that is
part of a project that aims to improve the teaching and learning of Calculus. Those
who participate in this project, like other educational mathematicians, consider that
the causes of the unflattering results of the traditional teaching of mathematics are
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not only of a psycho-pedagogical nature, but also of an epistemological nature. In
this sense, they have been given the task of developing a proposal of what to teach
in Calculus courses, and not just how to teach in those courses. Aware of the
importance of knowing the reality to be transformed, the first investigations of this
project have aimed to characterize the teaching of Calculus. This work reports what
progress has been made in terms of characterizing the teaching of Integral Calculus.

Keywords: Integral calculus, functions of a variable, teaching.

1. Introduccion

En por lo menos las ultimas cuatro décadas han predominado dos
enfoques de ensefianza del Calculo: la formalista y la mecanicista.

La ensenanza formalista enfatiza los rasgos formal y riguroso de la
matematica bajo el supuesto de que los estudiantes entienden un
concepto con solo darle su definicion en términos de otros conceptos
previamente definidos y que los estudiantes comprenden un resultado
al presentarle su “demostracion” (es decir, su deduccion logica a partir
de otros resultados previamente demostrados) y, que tal entendimiento
y tal comprension les permitira aplicar las matematicas. Sin embargo,
todos los datos empiricos disponibles contradicen este supuesto
(Gascon, 2001).

La enseflanza mecanicista tiende a centrarse en una practica
algoritmica y algebraica del Calculo. Si bien con este tipo de
ensefianza se logra disminuir sustancialmente el porcentaje de
reprobados, con él no se logra que los estudiantes comprendan de
manera satisfactoria los conceptos y métodos de pensamiento propios
del Calculo; los estudiantes acreditan los cursos por llevar a cabo, de
manera mas o menos mecanica, algunos calculos de derivadas y
primitivas y por resolver ciertos problemas estereotipados (Artigue,
1995).
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Tall (2002) indica que bajo estos escenarios los estudiantes aprenden
a desarrollar procedimientos estandarizados para obtener ciertas
respuestas, lo cual les provee de un conocimiento matematico sin la
metodologia que guia al matematico al utilizar ese conocimiento en la
resolucion de problemas en diferentes contextos. Este autor argumenta
que la discrepancia observada entre lo que se espera y lo que muestran
los estudiantes se debe a que los profesores no se dan cuenta de la
cantidad de experiencia que éste utiliza (generalizar, abstraer,
formalizar) cuando trabaja con diferentes procesos

matematicos, algo que la mayoria de los estudiantes no tiene entre sus
herramientas y habilidades.

Ante esta situacion, alto porcentaje de reprobados y aprendizaje sin
comprension, por una parte, se han generado y se siguen generando
un sinnumero de investigaciones tendientes a explicar, entre otras
cosas, las dificultades que tienen los estudiantes cuando intentan
aprender las nociones sobre las cuales se ha logrado estructurar el
campo conceptual del analisis, en (Sanchez-Matamoros, Garcia y
Llinares, 2008) se presenta una revision y organizacion de los aportes
de las investigaciones sobre las dificultades de los estudiantes para
comprender la derivada.

Por otra parte, se han generado y se siguen generando una gran
cantidad de innovaciones en la ensefianza del Calculo; en particular,
estan aquellas innovaciones inscritas en la Reforma del Calculo en los
Estados Unidos cuyo objetivo era el de presentar al Calculo “mas
esbelto y lleno de vida” y “como una bomba y no como un filtro” en
el trayecto educativo (Steen, 2003).

Contra lo que se podria pensar y desear, la mayoria de las
innovaciones en la ensefianza del Calculo se han hecho de manera
independiente de las investigaciones en la didactica de esa rama de las
matematicas (Artigue, 1995).



LA INTEGRAL DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE: ENSENANZA ACTUAL

En nuestra opinidn, antes de innovar es necesario caracterizar aquello
que se quiere cambiar. En tal sentido, entre las investigaciones que
han de fundamentar las innovaciones debera haber una cuyo objetivo
sea precisamente caracterizar la ensefianza actual.

2. Caracteristicas de la enseiianza de la Integral

En cuanto a la ensefanza del Calculo, Artigue (2002) comenta que la
situacion actual se caracteriza por un sentimiento general de crisis que,
aunque no sea percibido de la misma manera, si parece trascender las
diferencias culturales y que las dificultades en el aprendizaje no han
cambiado de manera sustancial. Una breve descripcion de esta
situacion la podemos encontrar en (Salinas y Alanis, 2009).

En esta seccion vamos a resaltar lo que algunos investigadores han
senalado de esta situacion en lo que concierne a la ensenanza de la
integral de funciones de una variable, a fin de encontrar areas de
oportunidad para mejorar la ensefianza y el aprendizaje de tan
importante concepto.

Muiioz (2000) caracteriza la problematica de la ensenanza del Calculo
Integral como un desequilibrio entre lo conceptual y lo algoritmico.
Senala que en los cursos donde se ensena esa rama del Calculo, hay
un énfasis excesivo en el calculo de antiderivadas, integrales
indefinidas; y, que poca atencion se presta a la conceptualizacion de
la integral (definida), reduciéndose ésta a la definicion de Cauchy o a
la de Riemann y que es hasta que se abordan las llamadas aplicaciones
cuando se estudian algunos aspectos de las nociones asociadas a este
concepto. Sin embargo, en las practicas predominantes de la
ensefianza del Calculo, los problemas en los que se aplica la integral
son muy estereotipados y sin comprension el estudiante puede ver cual
es la integral en juego, reduciendose la evaluacion al calculo de dicha
integral via el teorema fundamental del Célculo, de ahi el excesivo
tiempo dedicado al calculo de antiderivadas.
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Es claro lo que nos dice Munoz: no basta dar la definicion de un objeto
matematico para comprenderlo y consecuentemente aplicarlo. A este
respecto, recordamos una de las observaciones didacticas que hace
Kleiner (2002) como resultado de su estudio de la historia del Calculo:
deberiamos dar a los estudiantes ejemplos —muchos ejemplos en
diferentes contextos— antes de definir, generalizar o demostrar.

En la misma direccion de Munoz, Artigue (2002) considera que se ha
dado una excesiva orientacion algebraica a la ensenanza del Calculo
con el consecuente demérito de la parte grafica y geométrica y como
resultado los estudiantes no pueden dar su significado real a los
procesos de derivacion o integracion. Otros investigadores coinciden
en estos puntos (Czarnocha, et al, 2001; Labrana, 2000)

Por el confrario, Li (2004) defiende la ensefianza mecanicista
argumentando que se requiere que los estudiantes practiquen la
resolucion mecénica de ejercicios matematicos bajo el supuesto de
que la formacion de conceptos por parte del estudiante tiene su origen
en la practica manipulativa.

A proposito de la formacion de conceptos, resultados de diversos
trabajos de investigacion indican que presentar el concepto de integral
basado en la nocion de area unicamente puede resultar
contraproducente al querer generalizar a otros contextos. Por ejemplo,
Calvo (1997) reporta dificultades en la comprension del concepto de
integral definida con el acercamiento mencionado. Turégano (1996)
apunta a una posible explicacion de la raiz del problema: los
estudiantes ligan la nocion de area a una formula; esto es, no
consideran al area como un objeto geomeétrico, sino como un objeto
aritmético (un numero).

Czarnocha et al (2001) advierten que las dificultades en los
significados de los conceptos del Calculo estan intimamente
relacionados con el proceso del paso al limite. Turégano (1996) agrega
que los conceptos abstractos que sirven para explicar el Calculo
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(limite, infinito, etc.) aparecen junto a ideas formales que los
caracterizan matematicamente. Aunado a esto, la teoria rara vez se
vincula con experiencias previas. Thompson y Silverman (2007), ante
las dificultades que tienen los estudiantes para comprender la
definicion formal de la integral como el limite de sumas de Riemann,
plantean la conveniencia de conceptualizar primero la funcion de
acumulacion y, en tal sentido, se abocan a estudiar las dificultades que
se presentan en los estudiantes en esta conceptualizacion auxiliar.

Por otra parte, Gordon y Gordon (2007), ante lo increible que resulta
para los estudiantes el teorema fundamental del Célculo, por la forma
en la que lo presenta la ensenanza tradicional, hacen uso de la idea de
ajustes de funciones con datos y de un recurso computacional discreto
para favorecer el descubrimiento de dicho teorema por parte de los
estudiantes.

De igual manera, con el apoyo de recursos tecnologicos Turégano
(1994) realiza un trabajo de investigacion donde utiliza Ia
visualizacion para dar significado al concepto de integral definida
basado en la idea de area bajo la curva. Calvo (1997) también sugiere
el uso de materiales visuales que enriquezcan el esquema conceptual
de la integral definida en el estudiante.

En otro orden de ideas, Martinez Torregrosa ef al (2002) sefialan que
en contraste con la importancia que tiene el Calculo en el estudio de
situaciones fisicas mas cercanas a la realidad que las tratadas en los
cursos elementales de matematicas, las conclusiones de numerosas
investigaciones, realizadas en la ensefianza de las matematicas, han
evidenciado la existencia de serias dificultades en estudiantes, incluso
en profesores, en relacion con la comprension de las ideas del Calculo.
Ellos comparten la necesidad de llevar a cabo un cambio de enfoque
en el uso del Calculo en las clases de fisica, basado en una verdadera
comprension de lo que se hace y por que se hace. Esta inquietud es
en relacion al uso no riguroso que hacen los fisicos de los diferenciales
(cantidades infinitamente pequefias) en la construccion de las
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integrales con las cuales finalmente resuelven determinada clase de
problemas.

Por el contrario, Arcos (2007) reivindica el uso de los diferenciales en
los cursos de Calculo, no solo para hacer a esos cursos mas afines a
los de fisica, sino, y ante todo, por las bondades didacticas que trae
consigo ese uso. Esta postura de Arcos es una respuesta a la cuestion
que se deriva de lo que Kleiner (2002) piensa de los cursos de Calculo
que comienzan con la definicion de limite, de ser logicamente
constructivos, pero pedagdégicamente destructivos.

4, Conclusion

Vemos pues, que la ensefianza del la integral estd caracterizada, entre
otras cosas, por:

- un énfasis en una algoritmia desprovista de significados.

- conceptualizacion de la integral basada tnicamente en la
nocion de area.

- falta de afinidad con otras ciencias de las cuales el célculo es
subsidiario.

- insistencia en la ensefianza formalista a sabiendas de las
dificultades que trae consigo.

- uso de los diferenciales por sus bondades didacticas.

- el uso de la tecnologia como recurso para salvar esas
dificultades.

Respecto a la ultima de las caracteristicas, cabe mencionar que la
evolucion de los recursos tecnologicos, de acuerdo con Moreno-
Armella, Hegedus y Kaput (2008) ofrece una nueva perspectiva
teorica para investigar el potencial didactico de los ambientes
tecnologicos dinamicos continuos, que pertenecen a la ultima etapa en
tal desarrollo. Comentamos lo anterior, pues estamos convencidos de
que los procesos de ensenanza y aprendizaje del Calculo y en
particular del Calculo Integral, pueden ser mejorados de una manera
importante mediante el uso de la tecnologia.
7
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5. Comentario final

Toda caracterizacion de una situacion tan compleja como la de la
ensenanza de las matematicas resulta incompleta tanto en profundidad
como en amplitud. La caracterizacion de la situacion actual de la
ensefianza de la integral de funciones de una variable que hemos
presentado en la seccion anterior, desde luego, no es la excepcion. Aun
con eso, en base a ella ya se pueden vislumbrar preguntas cuyas
respuestas han de brindar elementos para construir propuestas con las
cuales mejorar la ensefanza de tan importante concepto, entre otras
las siguientes:

- (qué problemas resultarian suficientes para favorecer que los
alumnos se apropien del proceso de integracion?

- ¢,como han de abordarse esos problemas para que cumplan su
objetivo?

- ;qué relaciones han de darse entre los problemas, los alumnos
y el profesor a fin de que se favorezca dicha apropiacion?

- ¢,como la tecnologia puede hacer mas efectivo el aprendizaje
del proceso de integracion?

La reformulacion de esas preguntas, al interior de uno de los marcos
teoricos que se han elaborado ex profeso para la mvestigacion en
Didactica de las Matematicas, y la busqueda de respuestas a ellas, esta
siendo el motor de nuestras actuales investigaciones... dejaremos para
proximos encuentros el hablar de lo que hemos avanzado al respecto.
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