La historia de la matematica un factor imprescindible en
la elaboracidén de una propuesta didactica.
El caso del concepto de funcion.

Carlos Armando Cuevas Vallejo ! & José Luis Diaz Gdmez 2
ccuevas@cinvestav.mx, jdiaz@gauss.mat.uson.mx
1 DME CINVESTAV-IPN & 2 Departamento de Matematicas, Universidad de Sonora

Autor de correspondencia: Carlos Armando Cuevas Vallejo

Resumen. En este articulo trataremos de mostrar que el desarrollo histérico de los conceptos
matematicos constituye un factor importante que se debe considerar cuando se elabora una
propuesta didactica para la ensefianza de las matematicas.

Creemos que el conocimiento de dicho desarrollo contribuye a visualizar en una dimension mas
amplia la verdadera complejidad del concepto a ensefiar. En particular, en este articulo trataremos
el concepto de funcion.

Mostraremos que siendo el concepto de funcién uno de los mas importantes en la matematica y
en la modelacion de fendmenos naturales, los problemas de su ensefianza y aprendizaje son un
reporte frecuente. Y esto sucede a pesar de poner una cuidadosa atencién en su ensefianza. En
contradiccion a este hecho, la mayoria de los matematicos y maestros, consideran que este no es
un concepto dificil de ensefar y aprender.

Consideramos que un conocimiento de la historia evolutiva del concepto de funcién, ayudara a
juzgar si es dificil de aprender y por supuesto de ensefar.
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Abstrac: In this article we will try to show that the historical development of mathematical
concepts constitutes an important factor that must be considered when developing a didactic
proposal for the teaching of mathematics.

We believe that the knowledge of this development contributes to visualizing in a broader
dimension the true complexity of the concept to be taught. In particular, in this article we will deal
with the concept of function.

We will show that being the concept of function one of the most important in mathematics and in
the modeling of natural phenomena, the problems of its teaching and learning are a frequent report.
And this happens despite paying careful attention to his teaching. Contrary to this fact, most
mathematicians and teachers consider that this is not a difficult concept to teach and learn.

We believe that a knowledge of the evolutionary history of the concept of function will help to
judge whether it is difficult to learn and of course to teach.
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1. Introduccién

Al realizar una breve revision del curriculo de matematicas desde el Nivel Medio Basico
hasta el Nivel Superior encontramos que un tema recurrente en la ensefianza de las
matematicas es el concepto de funcion (SEP, 1999; CCH, 1996; UAM, 1997; UNISON,
1998). En el ambito internacional la importancia de las funciones despertd el interés de
algunos investigadores de organismos como The National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) (1989/1991) de EEUU, quienes al describir la importancia de las
funciones la definieron como un “concepto unificador en matemdticas” y, en ese mismo
pais, la National Research Council agregé que “el lenguaje del cambio y la causalidad es
expresado por el simbolismo de las funciones” (NRC, 1989, p.51). En este sentido, Fey y
Good (1985) proponen que el concepto de funcion sea el centro del algebra escolar, y
Kieran et al. (1993) proponen que el concepto de funcion se introduzca al inicio del curso
del algebra escolar y que todo se construya a partir de él.

En cuanto a los planes de estudio algunos han sido disefiados teniendo el concepto de
funcion como referencia. (v. g. Usiskin y Senk, 1992). Por otro lado se han publicado
diversos documentos que reconocen la utilidad e importancia de las funciones y hacen un
Ilamado a enfatizarlas en los planes de estudio (NCTM, 1989/1991; NRC, 1989).

Como es conocido, el tema de funciones es piedra angular para el desarrollo de temas mas
avanzados de la propia matematica; modela también frecuentemente innumerables
fendmenos: fisicos, quimicos, socioecondmicos, bioldgicos, por mencionar algunas
ciencias. Y en el aspecto curricular es un contenido obligado desde los cursos de ensefianza
secundaria hasta los universitarios. A pesar de ello, diversos investigadores reportan serias
dificultades en los estudiantes para comprender este concepto, con la consecuente
influencia en una mala interpretacion de conceptos matematicos que dependen en gran
parte de la comprension del concepto de funcién.

En efecto, Sierpinska (1992) y Sfard (1989), reportan que los libros de texto de algebra y
calculo utilizados en las escuelas y universidades, ofrecen diferentes versiones del concepto
de funcién que generalmente dan origen a interpretaciones que dejan de lado caracteristicas
importantes del concepto.

También Nicholas (1966), Norman (1992), Goldenberg (1988) y otros, han hecho
investigaciones acerca de las dificultades y errores que presentan los estudiantes con el uso
de las diferentes versiones de la definicion de funcion. Incluso existen evidencias de que la
familiaridad con un aspecto de la funcion interfiere con el desarrollo y comprension de
otros, véase (Selden; 1992; Dubinsky y Harel, 1992; Norman, 1992).

De aqui que entonces sea importante realizar un estudio de su evolucién como un factor a
considerar al elaborar una propuesta didactica para la ensefianza del concepto de funcién,
que evite en lo posible lo arriba expuesto. Pero como esto afiade un considerable trabajo, a
la ya de por si colosal tarea de elaborar la propuesta didactica, es natural preguntarse: ¢es
importante conocer los elementos histéricos alrededor del concepto de funcion?

Por la importancia que este concepto tiene en la ensefianza de las matematicas, no se puede
dar a esta pregunta una respuesta trivial o superficial; por el contrario, ésta tendria que
estar plenamente justificada para que, independientemente del esquema didactico, sea un
factor a considerar.
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2. Una Breve Vision Historica del Concepto de Funcion.

Menciona Kleiner (1989, p. 283) que el concepto de funcidn se remonta 4000 afos atras, de
los cuales 3700 consistieron s6lo de anticipaciones. Considera ademas, que la nocion de
funcién no surgi6 en forma explicita sino hasta principios del siglo XVIIl y que fue en el
transcurso de casi 200 afios (1450-1650), -descritos en detalle posteriormente-, que
ocurrieron una serie de desarrollos fundamentales para el surgimiento del concepto de
funcion. Por otro lado, Youschkevitch (1976, p. 39) distingue varias etapas principales el
desarrollo del concepto de funcién hasta la mitad del siglo XIX. Estas etapas son:

2.1. La AntigUedad.

Mientras Pedersen opina que los matematicos babilonicos poseyeron un auténtico “instinto
de funcionalidad”, ya que una funcién no sélo es una formula sino una relacion mas general
que asocia elementos de dos conjuntos, y esto si estd presente en las numerosas tablas de
calculos de los babilénicos (Pedersen, citado por Youschkevitch, 1976, p. 42).
Youschkevitch asegura que no hay ninguna idea en general de funcién en esta matematica.
En los elementos de Euclides los objetos matematicos y las relaciones son estaticas. Esto
condujo a las proporciones y ecuaciones, pero no a las funciones, se consideran a los
numeros enteros y discretos, y a las magnitudes continuas. Esto hace dificil construir la
nocion de funcidn, puesto que los nimeros, asi considerados, s6lo permitian construir una
ilustracion discretizada de los fenémenos de la naturaleza. En fin, para Youschkevitch,
cualesquiera que hayan sido las causas y circunstancias que condujeron a las caracteristicas
de la ciencia antigua descrita, el pensamiento matematico de la antigliedad no cre6 una
nocioén general de cantidad variable o de una funcién (Youschkevitch 1976, p. 40).

2.2. La edad media.

El periodo medieval Latino no hizo contribuciones significativas a la geometria Griega
clasica o al algebra Indo-Arabe; pero estuvo mucho mas cerca del concepto de funcion que
sus antepasados. A partir del siglo XIII hasta bien entrado el periodo moderno aparecieron
con notable regularidad tratados sobre proporciones. Estos trabajos equivalen a un algebra
de relaciones del tipo y = kx", donde n tiene un valor racional. Esta teoria de proporciones
fue bésica en todas las ciencias cuantitativas hasta la época de |. Newton (1643-1727)
(Boyer, 1946, p. 9).

Por su parte N. Oresme (1323-1382), intentd dibujar también ciertas funciones para las
cuales la tasa de cambio no era constante, las graficas en estos casos eran lineas quebradas
o curvilineas. La latitud de formas representd una teoria primitiva de funciones en la que
ésta tenia que ver con la dependencia de una cantidad variable sobre otra; pero faltaba el
lenguaje del algebra con el cual expresar la ley de variacién o la correspondencia funcional
(Boyer, 1946, p. 10).

2.3. Periodo Moderno.
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En el transcurso de 200 afios (1450-1650) ocurrieron una serie de desarrollos que fueron
fundamentales para el surgimiento del concepto de funcion: La extension del concepto de
numero para abarcar a los nameros reales e incluso (hasta cierto punto) los ndmeros
complejos, la union del algebra y la geometria, la introduccion del movimiento como un
problema central en la ciencia, y la invencion del algebra simbdlica. También la invencion
de la geometria analitica y el surgimiento en el siglo XVII de la ciencia matematizada
sugieren una “vision dinamica y continua de la relacion funcional, en oposicion a la vision
estatica y discreta sostenida por los antiguos” (Kleiner, 1989. p. 283).

La palabra “funcion” aparecié por primera vez en los manuscritos de G. Leibniz (1646-
1716), en agosto de 1673, y en particular en su manuscrito intitulado, Methodus tangentium
inversa, seu de functionibus. Leibniz la introdujo para designar un objeto geométrico
asociado con una curva, V. g. coordenadas de un punto sobre la curva o la pendiente de una
curva (Youschkevitch, 1976, p. 56). Es decir, en un principio Leibniz no utilizaba el
término funcién para designar la relacién formal entre la ordenada de un punto de una
curva y su abscisa en el sentido moderno, sino mas bien, en el sentido corriente que
describe la funcion de un d6rgano en un organismo, 0 en una maquina. Posteriormente,
Leibniz, identifico la nocién de funcion con ciertas longitudes tales como abscisas,
ordenadas, tangentes, normales, etcétera, asociadas con la posicion de un punto. El calculo
desarrollado por Newton y Leibniz no era un célculo de funciones, sino que fue méas bien
una ingeniosa coleccion de métodos para resolver problemas de curvas. (Kleiner, 1989).

En 1718 Johan Bernoulli (1667-1748), en un articulo dio la primera definicion formal de
funcion como:

Por funcién de una cantidad variable, denotamos aqui una cantidad construida de
un modo u otro con esta cantidad variable y constantes. (Rithing, 1984, p. 72).

Bernoulli en su articulo propone la letra griega ¢ para designar la “caracteristica” de una
funcion (término debido a Leibniz), escribiendo todavia el argumento sin paréntesis: ¢ X.
(Youschkevitch, 1976, p. 60). La notacién f(x)la introdujo primero Clauriant y fue

defendida por L. Euler (1707-1783), alrededor del afio 1734 (Boyer, 1946. p. 12), y en
1748, Euler fue el primero en darle al concepto de funcion un papel central y explicito en su
Introduction in Analysis Infinitorun.

A partir del siglo XVI11I se perciben cuatro etapas principales en el desarrollo del concepto
de funcion. Matematicos prominentes estan asociados con cada una de estas etapas.

2.3.1. Primera etapa. En la primera etapa donde la funcion es una ecuacion o formula esta
asociada con Euler (1707-1783). Euler definio una funcién siguiendo la definicién dada por
su maestro Bernoulli como:

Por funcidon de una cantidad variable denotamos aqui una expresion analitica

construida de un modo u otro con esta cantidad variable y niimeros o constantes
(Euler, 1748, citado por Rithing, 1984, p. 72).

Meérito grande de Euler es el de incluir expresamente las funciones implicitas ademas de las
explicitas. EI matematico frances Lagrange (1736-1813) aporto dos grandes tratados sobre
funciones: Teoria de las funciones analiticas y Lecciones sobre el calculo de las funciones,
en ellos restringe la nocion de funcién, en comparacion con la nocion de funcion de Euler
mencionada anteriormente, confindndola a las llamadas funciones analiticas, las cuales
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estan definidas por una serie de potencias en x. En la definicion que propone de la nocion
de funcion, la identifica como “toda expresion de calculo”:

Llamamos funcién de una o varias cantidades a toda expresién de célculo en la
cual estas cantidades entran de cualquier manera, mezcladas o no, con otras
cantidades que consideramos como valores dados e invariables, mientras que las
cantidades de la funcién pueden recibir todos los valores posibles. Asi, en las
funciones no consideramos méas que las cantidades que suponemos variables, sin
ninguna consideracién a las constantes que pueden estar mezcladas (Lagrange,
Théorie des fonctions analytique, citado por Riting, 1984, p. 73).

Primera gran controversia.

Un problema determinante para la evolucién del concepto de funcién, fue el problema de la
cuerda vibrante. De hecho como lo sefiala Grattan-Guiness (1970, p. 2) este problema
cuestiona gran parte de la matematica del siglo XVIII, y en particular los fundamentos del
analisis y del célculo.
El problema consiste en una cuerda elastica atada a dos extremos fijos (como la cuerda de
una guitarra). Esta cuerda se estira hasta que adquiere una forma determinada, y en ese
momento se suelta para vibrar libremente. ElI problema es encontrar una funcion que
modele la forma de la cuerda en un cierto tiempo t. Este problema fue resuelto por el
matematico francés D’Alembert al final de 1746 y publicado en 1749 en su Histoire
(Youschkevitch, 1976). EI mismo problema, también fue resuelto por Daniel Bernoulli y
publicado en 1755.
D’Alembert encontré mediante argumentos matematicos que la solucion al problema de la
2 2
cuerda vibrante estaba dada por la solucion a la ecuacion diferencial parcial: ity a’ Z—Z
(y=y(x,t) y a constante) conocida como la ecuaciéon de onda, en donde la solucion
deberia ser una expresion analitica, lo que significaba que la solucion deberia estar dada por
una formula. Incluso al dar las condiciones de frontera para la solucion D’Alambert
concluye que la funcidon debe ser impar, periédica y dos veces diferenciable, y esas
deberian ser las unicas soluciones posibles (Kleiner, 1989. p. 286).
Antes de continuar, debemos considerar que en esos tiempos, se sostenia que: “si dos
expresiones analiticas coincidian en un intervalo, entonces ellas coincidian dondequiera”
Euler coincide con D’Alambert en la ecuacion pero difiere en la interpretacion de la
solucidn. Y en ese momento aparece la solucion dada por D. Bernoulli, como:

y(x,t) = Zb sen( I jcos(nﬂTat) una solucion diferente de la de D’Alambert y, lo que

es mas |mportante, podia ser dada por diferentes formulas para diferentes valores del
argumento. A diferencia de D’Alambert, D. Bernoulli, llega a su solucién a través de
argumentos fisicos y de hechos muy conocidos en torno a vibraciones musicales.

La solucién de Bernoulli, significaba implicitamente que cualquier funcion f(x), en (0, I)

puede ser expresada mediante una serie del tipo: f(x) = y(x,0) = Zb sen(nij :

n=1

ReCalc. Afo 5. Vol.5. Septiembre 2013 - Septiembre 2014. m



Carlos Armando Cuevas Vallejo & José Luis Diaz Gémez
La historia de la matematica factor importante en la elaboracion de una propuesta
didéctica. El caso del concepto de funcion.

Euler y D’Alambert arguyen entonces que esto es absurdo por que nos llevaria en ultima
instancia a que cualquier funcién arbitraria tendria que ser impar y periodica (Kleiner,
1989, p. 287).
Los matematicos del siglo XVIII se encuentran, asi con una contradiccién insoluble: dos
respuestas han sido obtenidas para el mismo problema (Madrid, 1980). Surgié asi una
controversia en la cual tomaron parte matematicos prominentes del siglo XVIII como:
Euler, Lagrange, Fourier, D’ Alambert, Bernoulli, etcétera.
La discusion en esencia se daba alrededor del concepto de funcién y a la conexion entre
dependencia funcional y la posibilidad de expresar esta dependencia por medio de una
férmula. Aunque el debate no fue resuelto en ese siglo, la consecuencia mas importante es
que obligo6 a extender la definicidn de funcién hacia las funciones definidas por partes, que
ya causaban controversia dado que existian funciones que se podian expresar tanto como
férmula y como una funcion por partes, por ejemplo la funcién valor absoluto:
>
f(x)=|x|:{X ! _X_O ; f(x)=|x|=\/x>2
-X si x<0

Esta nocion de funcion permanecié practicamente sin cambio y, en 1797 aparece otra
definicion de funcion, dada por Lagrange, pero no fue hasta los inicios de 1800 cuando
Fourier, en su trabajo sobre las series trigonométricas, encontrd relaciones mas generales
entre las variables. Desafortunadamente las interrogantes planteadas alrededor del concepto
de funcion no fueron resueltas hasta el siglo XX. De hecho otra gran controversia, en torno
al mismo concepto surgié en 1900 y en donde, otra vez eminentes matematicos toman
parte, en este caso se trata de Baire, Borel, y Lebesgue.
El punto de vista de Euler sobre las funciones evoluciono a través de varios afios; en 1755
comienza a construir una nocién mucho mas abstracta y universal de funcién, en la cual el
término "expresion analitica" no aparece. En su obra “Institutions calculi differentials”
dice:

Sin embargo, si algunas cantidades dependen de otras, de tal modo que, si las

Ultimas se cambian, las primeras también sufren cambios, entonces, las primeras

cantidades son llamadas funciones de éstas ultimas. Esta es una nocion muy

amplia y comprende en si misma a todos los modos a través de los cuales, una

cantidad puede ser determinada por otras. Por lo tanto, si x denota una cantidad

variable, entonces, todas las cantidades que dependen de X, en cualquier forma

que sea 0 que son determinadas por ella, son llamadas sus funciones (Euler,
1755, “Institutiones calculi differentialis”, citado por Rithing, 1984, p. 72).

Sin embargo, como se puede constatar, permanece la concepcion de que una funcion es
aquella que se puede representar mediante una sola expresion analitica.

2.3.2. Segunda Etapa.

El trabajo de Fourier sobre la conduccion de calor, Analytic Theory of Heat publicado en
1822, fue un paso revolucionario en la evolucion del concepto de funcién. Fourier dio una
definicion de funcién en la que hacia notar que lo principal era la asignacion de valores
para la funcion; que esta asignacion fuera llevada acabo por una o varias férmulas no era de
importancia.

2.3.3. Tercera Etapa.
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En el siglo XIX, las imprecisiones alrededor de los conceptos de funcién y de continuidad

inquietaban grandemente a la comunidad cientifica. De esta etapa, destacan dos

definiciones de funcién, una dada por B. Riemann, quien definié funcién como:
Permitasenos suponer que si z es cantidad variable la cual puede asumir,
gradualmente, todos los posibles valores reales entonces, si a cada uno de estos

valores le corresponde un unico valor de la cantidad indeterminada w, w es
llamada funcion de z (Riemann, 1851. citado por Rithing, 1984. p. 74).

Esta definicion no establece limites en la relacion entre las variables que definen a la
funcion y por supuesto no despejaba la imprecision.
La otra definiciéon fue dada por G. L. Dirichlet, quien de esta forma llega a formular por
primera vez el concepto moderno de una funcion y = f (x) en un intervalo a < x < b. En
donde se define funcion de la siguiente forma:
“y es una funcién de una variable x, definida en el intervalo a < x < b, si a todo
valor de la variable x en este intervalo le corresponde un valor definido de la
variable y. Ademéas, es irrelevante en qué forma se establezca esta
correspondencia” (Kleiner, 1989, p. 291).

Esta definicién fue extremadamente general, no se decia ni una sola palabra sobre la
necesidad de dar a la funcién por medio de una sola formula, sobre todo el dominio de
definicion. Mas aln, no era ni siquiera necesario dar una formula del todo, sino que podia
ser definida en palabras y sobre todo la frase “es irrelevante en qué forma se establezca esta
correspondencia” fue la que causo mas controversia.
En 1829, Dirichlet en un articulo formaliz6 los resultados de su maestro Fourier, quién
precisa con todo rigor las condiciones suficientes, que ahora llevan su nombre, para que una
serie de Fourier represente en un intervalo acotado dado una funcién previa y fijada
arbitrariamente: las condiciones de Dirichlet son:
1. Que la curva tuviera solamente un numero finito de discontinuidades (saltos o
rupturas) para el mismo intervalo.
2. Que el nimero de maximos y minimos relativos sobre la curva fuera finito (esto es,
no-infinito) sobre un intervalo

. . . ., m, si X es racional
Dirichlet dio su famoso ejemplo de funcion: f(x) = _ . ; COMO una
p, si xesirracional

funcidn que no satisface las condiciones de su teorema:

Permitasenos a manera de sintesis destacar la enorme importancia de esta funcion de
Dirichlet, dadas las condiciones que se tenian en esa época:

Si bien se “conocia” la naturaleza arbitraria de una funcidn, hasta ese entonces: desde Euler
a Cauchy las funciones se consideraban explicita o implicitamente como:

Producto de expresiones analiticas.

Expresiones que se pueden representar graficamente como curvas.

Continuas.

Diferenciables.

Dominio los reales.

Y toda expresion que no cumpliera lo anterior no se le consideraba ciertamente funcion
(Kleiner, 1989. pp. 291-295; Monna, 1973. pp. 58-60). La funcion propuesta por Dirichlet,
definida en un intervalo, contradecia todos los supuestos anteriores.

ReCalc. Afo 5. Vol.5. Septiembre 2013 - Septiembre 2014. m



Carlos Armando Cuevas Vallejo & José Luis Diaz Gémez
La historia de la matematica factor importante en la elaboracion de una propuesta
didéctica. El caso del concepto de funcion.

A partir de ello, un diluvio de funciones “patologicas”, y clases de funciones, se sucedieron
en el siguiente medio siglo. Los mateméticos comenzaron a trabajar con funciones que no
satisfacian las condiciones 1 y 2 de Dirichlet y que tenian el nimero mas grande de
discontinuidades y las propiedades mas extravagantes.

“Me he alejado, como de cierta llaga lamentable con miedo y horror de funciones

continuas y derivables en ningln punto (carta de Hermite a Stieltjies del 20 de

mayo de 1893. Citado por Monna 1973. p. 65)

Un malestar en la comprension y el uso del concepto de funcién se manifiesta en ese
tiempo y se condensa en la siguiente frase:
Un [texto] define funcidon de manera Euleriana; el otro que y debe cambiar con x
de acuerdo con una regla, sin explicar este misterioso concepto; el tercero la
define como Dirichlet; el cuarto no la define en absoluto; pero todos deducen de
ellas, conclusiones que no estadn contenidas en ellas” (Hankel, 1870, citado por
Kleiner, 1989 p. 293).

Segunda gran controversia afio 1900.
Tal parece que esta segunda diferencia que surge alrededor del significado de funcion, en
realidad se debe a cuestionamientos filos6ficos de los fundamentos de la matemaética, en
donde al tratar de definir con mayor precision los objetos matematicos se cuestionaban
precisamente dichos fundamentos, entre los cuales y por supuesto se encontraba el
concepto de funcién.
A pesar de que ya se contaba con las definiciones de funcién de Dirichlet y Riemann y se
contaba ademas con la definicion de continuidad como una propiedad local dada por
Darboux, recordemos que hasta ese entonces la continuidad se consideraba una propiedad
global, los debates y forcejeos alrededor del concepto de funcion se seguian dando. En esta
etapa destacan los nombres de R. Baire, E. Borel, Hadamard y H. Lebesgue (Kleiner, 1989.
p. 296; Monna, 1973. p. 65).
Estos debates cuestionaban tanto los métodos de analisis como los conceptos definidos.
Tenemos que tomar en consideracion que aungue por ese entonces la teoria de conjuntos de
Cantor penetraba gradualmente en las matematicas, todavia existian muchos
cuestionamientos y discusiones alrededor de ello. También prevalecia el hecho de que las
funciones discontinuas y funciones no-derivables no eran aceptados como objetos
matematicos. Ademés seguia predominando la idea de que una funcion deberia ser una
expresion analitica.
Muestra de ello, es la forma en que G. Boole, definia en 1854, a una funcién como:

Cualquier expresion algebraica envolviendo al simbolo x es llamada una funcién

de x, y puede ser representada bajo la forma abreviada en general como f(x)

(Citado por Rithing, 1984. p. 75).

Gran parte del trabajo de Borel, estaba encaminado a definir con precision los objetos
matematicos y parten de sus trabajos en teoria de funciones, una interesante lista de libros
de Borel al respecto se encuentra en Monna (1973. p. 68).

Fijaba Borel que: “cualquier definicion en matematicas deberia satisfacer la condicion de
que si dos matematicos estuvieran hablando sobre un objeto matemaético, deberiamos estar
ciertos que ellos se refieren al mismo objeto.” (Borel, La définition en mathématique.
Citado por Monna, 1973. p. 67). Esto, en el caso de funciones, resultaba catastréfico.
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Como es conocido, Baire definié como funciones de clase 0 a las funciones continuas que
son limite de una sucesion de funciones capaz de representarse analiticamente; de clase 1 a
las funciones discontinuas que son limite de sucesiones de funciones de clase 0, de clase 2
funciones que no estan en la clase 1, pero son limite sucesion de funciones de clase 1, ...,
hasta incluir los ordinales transfinitos.

Por su parte, Lebesgue desarrolla en su tesis su conocido tratado sobre teoria de la medida,
en la que se basa en parte en las ideas de Borel sobre la teoria de funciones publicada en
1898.

Lebesgue, demuestra que existen funciones no representables analiticamente en el sentido
de Baire y define o presenta una funcion que no se puede incluir en la clasificacion de
Baire, pero para ello utiliza el axioma de Zermelo, teoria de cardinales y algunos teoremas
de Cantor. El uso en su trabajo de métodos no constructivos le lleva a una controversia con
Borel, (Kleiner, 1989. pp. 295-296; Monna, 1973. pp. 71-74)

Lebesgue define lo que entiende por expresion analitica y por funcion representable
analiticamente:

Funciones representables o expresables analiticamente. Una funcion es
analiticamente representable o expresable cuando uno puede construirla,
siguiendo una ley sobre algunos funcionamientos, esta ley de construccién
constituye una expresion analitica (Lebesgue, H. Sur les fonctions représentables
analytiguement 1905. citado por Monna, 1973 p. 72)

Hace consideraciones a esas leyes e introduce clases finitas y transfinitas de funciones en
forma anéloga a lo hecho por Baire. El problema fue mostrar que existen funciones en
cualquier clase y que existen funciones que no pertenecen a esas clases. Para hacer esto él
define tales funciones.
Esta cuestion de la existencia y definicion es el punto de controversia con Borel.
“En general uno demuestra la existencia de un objeto mientras da el significado al
nombre; Esto no es, sin embargo siempre asi, daré un ejemplo de ello mas
adelante, por mientras dejo algunas reservas (Lebesgue, H. Sur les fonctions
représentables analytiquement 1905. citado por Monna, 1973 p. 73)

Para Borel , los métodos no constructivos no eran validos en la matematica, esto es, abre el
debate de intuicionismo versus formalismo que a fin de cuentas nos lleva al significado y
naturaleza de las matematicas, asunto todavia en debate.

“Gran parte del debate fue sobre teoria de funciones —el punto critico viene a ser

cuando una definicibn de un objeto matematico (digamos un namero o una

funcion) dado, legitima la existencia de tal objeto (Kleiner, 1989. p. 296).

Los cuestionamientos continuaron, muchos mateméticos famosos participaron y dieron
impetu al continuo desarrollo histérico del concepto de funcion, de hecho se considera
como uno de los periodos mas fecundos de la matematica al comprendido entre fines de
siglo XIX y XX, en donde varias ramas de la matematica surgieron como: Analisis
complejo, Teoria algebraica de los nimeros, Geometrias no-Euclidianas, Algebra abstracta,
Teoria de conjuntos, LAogica matematica, y otras tantas se fortalecieron como: Analisis real,
Probabilidad, Calculo de variaciones, etcétera.

Cuarta Etapa.
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Carathéodory, define en 1917 a una funcion como una correspondencia de un conjuntoa los
nameros reales (Monna, 1973. p. 82) y en 1939 aparece publicada en la serie Bourbaki la
definicion de funcion mas aceptada hasta nuestros dias que se caracterizd por la
arbitrariedad del dominio y el rango. Bourbaki, dio una formulacion general de funcion
como una regla de correspondencia entre el dominio y el rango, donde ambos conjuntos son
arbitrarios.

Sean E y F dos conjuntos, los cuales pueden ser o no distintos. A la relacién entre

una variable elemento x de E y una variable elemento y de F es llamada una

relacion funcional en y si, para toda X € E , existe un tnico Y € F el cual esta en

la relacion dada con x.

Damos el nombre de funciébn a la operacién con la cual se asocia cada
elemento X € E con el elemento Yy € F el cual esta en la relacion dada con x; y
se dice ser el valor de la funcién para el elemento x, y la funcién se dice ser
determinada por la relaciébn funcional dada. Dos relaciones funcionales
equivalentes determinan la misma funciéon (Bourbaki N. 1968 Théorie des
ensembles. Citado por Rithing, 1984. p. 77).

“Bourbaki también dio la definicion de una funciéon como un cierto subconjunto del
Producto Cartesiano E X F. Esta es, por supuesto la definicion de funcion como un
conjunto de pares ordenados” (Kleiner, 1989. p. 299). La nocién de una funcién
matematica con esta formulacion se mezcl6 con el concepto de correspondencia, mapeo, y
transformacion (Vilenkin, citado por Martinez, 1993). Sin embargo, el tema no ha sido
completamente resuelto. Algunas discusiones recientes entre los matematicos han intentado
remplazar la teoria de conjuntos con la teoria de categorias como un fundamento para las
matematicas. En estas discusiones, el concepto de funcién ha jugado un papel significativo.
Kleiner (1989), establece:

[La Teoria de Categorias] describe una funcibn como una "asociacion" de un

"objeto" A con otro "objeto" B. Los "objetos" A y B no necesitan tener elementos

(es decir, no necesitan ser conjuntos en el sentido usual). De hecho, los objetos A

y B pueden ser eximidos de ello totalmente. Una "categoria" puede, entonces

definirse como consistente de funciones (0 "mapeo"), que son tomados como

conceptos indefinidos (primitivos) que satisfacen ciertas relaciones o axiomas

(Kleiner, 1989, p. 299).

La nocién de categorias es mas basica para las matematicas que los conjuntos, y las
categorias se pueden definir en términos de funciones, pero ain no han ganado una amplia
aceptacion entre los matematicos. Sin embargo, esto sugiere que la evolucion del concepto
de funcion es continua y dindmica.

Conclusiones:

Sin duda alguna la educacion es una ciencia dependiente, y depende, por ejemplo, de la
antropologia, la filosofia, la fisica, la historia, la sicologia, la sociologia, etcétera. Debido a
ello, y a la propia evolucion de los diferentes campos, los conceptos mateméticos y su uso
en las matematicas han pasado a través de numerosos cambios. El analisis de la evolucion
historica del concepto de funcidén nos muestra que éste es un concepto muy complejo, y que
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para llegar a la definicién actual se tuvo que pasar por un proceso largo y laborioso en el
cual matematicos notables tuvieron serias dificultades y problemas.

Muestra también que los conceptos matematicos no son entes aislados, que por el contrario
como parte de una gran estructura l6gico formal, para que los conceptos matematicos
evolucionen es necesario una evolucién de la propia matematica. Asi por ejemplo para que
el concepto de funcidn evolucionara, fue necesario la evolucion del concepto de variable,
de numero real, de conjunto, etcétera. y el surgimiento del algebra simbolica, de la
geometria analitica, del célculo diferencial e integral, del andlisis matematico, etc. para
poder asi dar forma a lo que hoy se conoce como funcién.

Debido a ello la definicion de funcién, en su forma actual, es un objeto muy sofisticado,
consecuencia de numerosas generalizaciones realizadas a través de una evolucion de mas
de 2000 afos, y aln mas, se considera que este concepto continua en evolucion.

La exploracion historica del concepto de funcidn nos muestra que este concepto evolucion6
a través de distintas etapas, en las cuales encontramos diferentes definiciones de funcion
(Ruthing, 1984); por otro lado, una revision de los textos de algebra y célculo a través del
tiempo nos muestra distintas versiones de la definicion de funcion que coinciden con las
definiciones de funcién dadas en las etapas historicas, esto nos proporciona una similitud
entre el desarrollo matematico de las funciones y la ensefianza de las funciones en las
escuelas Dreyfus (1990, p. 120).

Por otro lado, curiosamente algunas de las dificultades que experimentan los estudiantes
con el concepto de funcidn, -reportadas por algunos investigadores-, se parecen a las ideas
que tenian los matematicos del siglo XV111 sobre el concepto de funcion (Sierpinska, 1992;
Markovits et al., 1986, 1988; Martinez, 1993):

También hay evidencias de que el reconocimiento de los conceptos de dominio y rango por
parte de los estudiantes, pueden ser los Gltimos conceptos que aparezcan en su desarrollo
del concepto de funcién. Estas dificultades corresponden a obstaculos cognitivos
relacionados con el desarrollo historico del concepto de funcion.

Entre los obstaculos epistemoldgicos significativos ligados al desarrollo histérico de la
nocion de funcion detectados, se pueden mencionar los siguientes (Sierpinska, 1992; Ruiz,
1993):

Obstaculo de la concepcion estatica; Obstaculo de la disociacion existente entre magnitudes
y nameros; Obstaculo de la razén o proporcion; Obstaculo de la concepcidn algebraica.
Durante la evolucion del concepto encontramos diferentes definiciones de funcion, y cada
definicion corresponde a diferentes niveles de abstraccion.

El salto de un nivel a otro se ha dado con muchas dificultades, pero estos saltos se han
efectuado sobre la base de necesidades especificas, incluso, como hemos visto, esto de
definir los objetos matematicos con base a necesidades especificas para el desarrollo de sus
teorias, ha llevado a serios cuestionamientos ontolégicos.
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El andlisis realizado también permite obtener algunas ideas pedagdgicas coincidentes con
Sierpinska (1992), para la ensefianza del concepto de funcion y que de alguna manera se
pueden incluir en la implementacién algiin modelo didactico (Diaz, 2001):

186

Debemos de buscar que el estudiante se interese en la explicacion de los cambios, y
en encontrar regularidades entre los cambios. Que perciban los cambios y las
relaciones entre ellos como un problema digno de una explicacién cientifica.
Ademaés se les debe dar la oportunidad de utilizar este conocimiento para explicar
fendmenos de su vida diaria.

Las funciones en forma analitica se presentaran primero como una herramienta en la
modelacién de situaciones de la vida real. La presentacion de la situacion real no
debe idealizarse hasta el punto de convertir la construccion del modelo en un
ejercicio simple, facil y con una Unica respuesta.

Es conveniente utilizar metodos de interpolacion para el uso y construccion de
tablas numéricas, ya que estas proporcionan contextos matematicos dentro de los
cuales se obtienen niveles mas profundos de la nocion de funcion.

Debemos de conducir a los estudiantes a que sean capaces de percibir y verbalizar
las variables que cambian. Es decir, los estudiantes deben de ser capaces de decir no
s6lo qué cambia, sino también cdmo cambia.

Se debe de proporcionar un amplio espectro de formas de dar las funciones, de
hablar sobre las funciones, y representar las funciones. Es decir el estudiante debe
adquirir cierta flexibilidad en el uso de los modos de expresion y representacion de
las funciones.

A nivel de precalculo una definicion parecida a la Dirichlet estaria justificada desde
los puntos de vista didactico y epistemoldgico. Esto esta de acuerdo con la
propuesta de Sierpinska de introducir la definicion de funcion a través de una
definicion informal de Dirichlet, que coincide con el desarrollo histdrico del
concepto de funcion (Capl, p. 16), y con la opinion de Sfard de no utilizar una
descripcion estructural para introducir una nueva nocién matematica. (Cap. 2, p.
73).

Introducir los conceptos de funciones a través de problemas practicos de la vida
real, a fin de que el alumno los asocie con conceptos familiares (Cuevas, 2002, p.
31; Marnyanski, Cap. 2, p. 53), y para que los alumnos encuentren sentido a la
relacion situacion-gréfica (y viceversa) Janvier (Cap. 2, p. 62). Ademas de que una
comprension general del concepto debe de incluir el ser capaces de utilizarlo en un
contexto diferente al que se ensefio (Cuevas, 2002, p. 32; Brosseau, 1997, pp. 54-69;
Markovits et al., Cap. 2, p. 62; Sierpinska, Cap. 2, p. 70), las funciones deben de
aparecer en primer lugar como herramientas para modelizar ciertas situaciones de la
vida real o cientificas.
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e Que el alumno enfrente y realice tareas de transformacion y de conversion de
representaciones entre al menos dos sistemas de representacion, como sugieren
Duval, 1998, p.185; Even, Cap. 2, p. 65; Janvier, Cap. 2, p. 60; Sierpinska, Cap. 2,
p. 71; Thomas, Cap. 2, p. 51.

Por otro lado, las investigaciones revisadas tienen la caracteristica de que toman como
objeto de estudio al sujeto, y analizan el comportamiento que éste manifiesta en el curso de
situaciones. Sin embargo, se le dedica poco espacio al anlisis de las situaciones de
ensefianza que producen estos aprendizajes, concediéndole poca significacion a la
mediatizacion que ejerce el sistema didactico sobre el alumno. También, al analizar la
ensefianza a través de la observacion de las conductas, se debe de tomar en cuenta, que
éstas no tienen un sentido intrinseco, y que no se pueden comprender si no es en relacion a
las condiciones que las han hecho posibles (Diaz, 2001).

Continuando con esta idea, también al efectuar el analisis de los resultados del aprendizaje
de los alumnos, se deben de considerar las condiciones en que este aprendizaje se ha
obtenido, tratando de determinar los posibles fendmenos didacticos ligados a la actividad
de ensefianza. En particular creemos, que muchos de los problemas con la comprension del
concepto de funcidn, se ahondan o se magnifican con una forma deficiente de ensefianza, y
que en general esta faltando un esfuerzo por orientar la instruccion alrededor del proceso de
aprendizaje.

En lugar de esperar que los estudiantes aprendan los nuevos materiales imitando la
conducta del profesor, o escuchando una clase, debemos de considerar los procesos
mentales a través de los cuales se adquieren los nuevos conceptos abstractos. Este Gltimo
acercamiento requiere una comprension de, o por lo menos una hipotesis sobre, la
psicologia de adquisicion de conceptos.

Por todo esto, para la didactica y en particular para nuestro trabajo docente, el desarrollo
historico constituye un factor importante puesto que contribuye en gran medida a:

1. tomar conciencia por parte del profesor de la verdadera complejidad del tema a
ensefar, al ver los innumerables intentos para definir con precision un concepto
matematico, y como soélo la contribucion de notables matematicos durante siglos
han logrado;

2. identificar obstaculos epistemolégicos significativos;

a proponer diversas formas de construccion del concepto de funcion y desde luego;

4. a no plantear soluciones triviales al problema de la ensefianza, de conceptos
matematicos tradicionalmente complejos.

w
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