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Resumen: Recientemente investigadores en matematica educativa han sefialado un concepto
que representa un reto en el proceso enseflanza-aprendizaje: la resolucion de desigualdades
matematicas. En efecto, multiples articulos de investigacion (Bazzini & Tsamir, 2001; Boero
& Bazzini, 2004; Linchevski & Sfard, 1991; Tsamir & Almog, 1999, et al.) identifican
dificultades en el proceso ensefianza aprendizaje de este concepto y proponen acercamientos
que buscan promover una mejora en su ensefianza y aprendizaje. El presente trabajo apunta
en esta direccion, se propone establecer un acercamiento funcional a la resolucion de
desigualdades matematicas y bajo el marco didactico Cuevas & Pluvinage disenar
actividades apoyandose en el uso de las tecnologias digitales; con todo esto hemos formulado
una propuesta de ensefanza que tiene como objetivo favorecer un aprendizaje significativo
de este concepto. Adicionalmente proporcionamos datos de experiencia en el aula de nuestra
propuesta.
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Abstract: Recently, researchers in mathematics education have set their sight on a
mathematical concept that represents a challenge in the teaching-learning process for both
teachers and students: the resolution of mathematical inequalities. In fact, multiple research
articles (Bazzini & Tsamir, 2001; Boero & Bazzini, 2004; Linchevski & Sfard, 1991; Tsamir
& Almog, 1999, Tsamir, Tirosh, & Almog, 1998; et. al.) have identified difficulties in the
process of teaching and learning of this concept and also have proposed some approaches to
promote an improvement. This work points in this direction, we propose a functional
approach to solve mathematical inequalities, based on the didactic framework Cuevas &
Pluvinage and the use of digital tools. With all these elements we have designed a didactical
approach which aims to promote a significative understanding of this concept. Additionally,
we provide data from an experience developed in the classroom following our approach.
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Introduccion.

Durante las ultimas décadas, se han desarrollado investigaciones relacionadas con la
ensefianza-aprendizaje del algebra buscando ofrecer propuestas que permitan mejorar la
comprension de la misma y favorecer el complejo paso de la aritmética al algebra en los
estudiantes (Filloy, Rojano y Puig, 2008; Rojano, 1990; Sutherland R. 1999; Rojano T,
Sutherland R. 1992; Filloy E, Rojano T. 1989; Farfan R. M., Albert, A. 1997). Sin embargo,
las desigualdades o inecuaciones son un tema sobre el cual aparentemente los investigadores
en educacion matematica han puesto poca atencion (Bazzini & Tsamir, 2001; Boero &
Bazzini, 2004; Linchevski & Sfard, 1991; Tsamir & Almog, 1999, Tsamir, Tirosh, & Almog,
1998), a pesar del uso cotidiano que se les da para mostrar informacion de analisis clinicos,
del clima, entre otras. Asi como de las sugerencias de organizaciones como la NCTM que
enfatizan que los estudiantes de los grados 9 a 12 deben aprender a representar y analizar
situaciones y estructuras matematicas utilizando simbolos algebraicos, en especial
comprender el significado de formas equivalentes de expresiones, ecuaciones, inecuaciones
y relaciones; ademas de resolverlas con fluidez mediante lapiz y papel y apoyandose en el
uso de tecnologia (Principles and Standards, 2000).

Antecedentes en el Nivel Medio Superior y Superior.

La necesidad de trabajar con desigualdades matematicas en el aula, surge tan pronto como se
consideran los numeros reales y su orden. Mientras que ordenar los numeros naturales no
ofrece dificultades, tan pronto como se introducen los numeros enteros surge la necesidad de
considerar de qué manera la multiplicacion y division por un numero negativo, afecta el
orden. Con la representacion de los numeros racionales, la tarea de ordenar se vuelve mas
sofisticada, dado su densidad y continuidad, por ende ya no es sencillo de identificar su orden.
Aunado a esto, existen diversos significados y representaciones semioticas para los numeros
racionales (fracciones, razones, proporciones, decimales, etc.). Para tener una representacion
decimal aproximada de numeros irracionales, las desigualdades se vuelven imprescindibles;
por ejemplo, para el célculo de raices reales o para aproximar el valor de 7. De manera
similar, las desigualdades aparecen en la Geometria Plana cuando se comparan longitudes,
angulos, areas, etc. o para determinar la existencia o no existencia de ciertas figuras
particulares (i.e. desigualdad del triangulo) y en la solucion de problemas de optimizacion.

En México, el tema de las desigualdades matematicas no se aborda de manera explicita en el
programa de estudios de educacion secundaria (2006) y solo en algunos casos, como en el
estado de Puebla, el tema de desigualdades matematicas se introduce en la materia Geometria
Analitica y Funciones (Programas oficiales de estudio 2006). Sin embargo, este constituye el
ultimo tema a fratar y se trata con poca profundidad introduciendo solo el caso de
desigualdades lineales. El panorama en la asignatura siguiente, Calculo Diferencial, no es
muy alentador pues el programa de estudios no contempla profundizar en el estudio de
desigualdades, es decir no se extiende su estudio para los casos de desigualdades racionales,
cuadraticas, de valor absoluto, etc.

No obstante, conforme se desarrolla el curso de Caélculo diferencial se puede notar la gran
cantidad de aplicaciones y el uso extensivo que se hace del concepto de desigualdad, para
definir: dominio y rango de una funcion, valor absoluto, las funciones trigonométricas y sus
mversas, limite, funciones por partes, el concepto de continuidad, diferenciabilidad,
monotonia, concavidad, aproximacion de raices, etc.
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Por otra parte en el nivel superior, el tema de desigualdades aparece como una aplicacion de
los axiomas de orden y de campo de los numeros reales y por lo general, se estudian
desigualdades lineales, cuadraticas, cubicas y racionales de lineales y cuadraticas. La forma
de resolucion es haciendo uso de la logica matematica y el algebra de conjuntos, mediante
métodos y/o procesos de resolucion diferentes a su educacion anterior. Cabe mencionar que
ademas tanto la logica matematica como el algebra de conjuntos son temas que no se estudian
previamente; consecuentemente, el registro de representacion semiotico de la logica es
desconocido, asi como el del algebra de conjuntos lo que constituye una dificultad agregada
al estudio de las desigualdades matematicas y su solucion en la educacion media superior y
superior.

Acercamiento funcional y marco didactico Cuevas & Pluvinage

Ante tal panorama, es necesario proponer un acercamiento que permita a los estudiantes
abordar los conceptos involucrados en la resolucion de desigualdades matematicas de tal
manera que se favorezcan tanto el aprendizaje de los conceptos asi como una destreza
operativa. Existen investigaciones en matematica educativa que sugieren que un
acercamiento funcional para abordar desigualdades matematicas puede potenciar la
comprension no solo de los conceptos propios de las desigualdades matematicas, sino de
otros contenidos matematicos (Boero, 2004). En el mismo sentido se manifiesta Riestra
(2009), proponiendo en el estudio del calculo, iniciar el estudio con funciones sencillas y
contemplar el continuo aritmético de manera intuitiva y significativa en contraposicion del
estudio formal de campo de los numeros reales. Una propuesta semejante a la de Riestra es
la de Huang (2001) quien propone resolver desigualdades de manera funcional utilizando el
teorema del valor medio. De esta manera se propone una alternativa para resolver
inecuaciones reduciéndolas a ecuaciones del mismo tipo y utilizando el principio (intuitivo)
de continuidad para funciones; es decir, de manera funcional. Por su parte, Cuevas y Mejia
(2003) presentan en su libro Calculo Visual una manera de resolver desigualdades mediante
un acercamiento funcional y proporcionando ademas un uso de la tecnologia digital de apoyo
a su ensefanza.

Esta propuesta no solo nos parece convincente por facilitar el trabajo operativo, por no
requerir de conceptos previos no ensefiados, sino porque establece una mayor congruencia
con el calculo diferencial al analizar funciones reales.

Explicitaremos los dos procedimientos para resolver una desigualdad mediante un problema
particular en la idea de que esta exposicion es sin pérdida de generalizacion para casos
subsecuentes.

Resolver x* —3x—-10>0

Metodo tradicional Acercamiento funcional
Para este método, que se basa en las | Para este metodo analizamos
propiedades de los numeros reales, lo | funcionalmente el polinomio

primero seré hallar sus raices, 7, =2 y | P(x)=x"—3x-10.
1, =5 y después factorizar la expresion: | Primero hallamos sus raices, 7,=-2 y
X' =3x-10= (x=5)(x+2) r, = 5. Estas dos raices dividen al dominio

Posteriormente, se deberan analizar los
casos en los que el producto es positivo.
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Cuando: ((x—S) <0 ) /\(( x+2)<0 )lo de P(x) en  los intervalos:

que equivale a (_Og, -2)u(-2, 5) U ( s, +OO)

(-5 )ﬂ(—oo, -2)= (_Oov -2) Luego el problema se reduce a determinar

Entonces CS. = (_On _2) el signo de la funcion en cada intervalo para
_ . 0

determinar donde P 0.
Cuando: ((x—5)>0)/\((x+2)>0)10 o (x)_>- .
que equivale al s —

(5,490) (=2, +0) = (5,+)
Entonces CS, =(5,+0)

Finalmente, se opera logicamente con
ambos conjuntos para obtener el
conjunto solucion de la desigualdad, asi

CS = (~0,-2) U(5,+)

Por otra parte, el presente trabajo se desarrolldo tomando como fundamento la didactica
disefiada por Cuevas y Pluvinage (2003). Por ser una propuesta didactica para la ensenanza
y aprendizaje de las matemadticas dirigidas al nivel medio superior y superior y porque
ademas considera el uso de la tecnologia para facilitar propuestas de corte didactico-
pedagogico. Las recomendaciones de las que consta la didactica Cuevas-Pluvinage se pueden
resumir en los siguientes: Es esencial que el estudiante este realizando siempre una accion,
por lo que a través de la resolucion de problemas especificos, gradualmente dosificados,
construya o llegue al concepto deseado; cada vez que se introduzca un concepto se debe partir
de un problema contextualizado y que resulte interesante para el estudiante; una vez resuelto
un problema el estudiante debe comprobar sus resultados, verificando que tengan un sentido
logico de acuerdo al problema planteado; cada vez que se presenten las operaciones directas
asociadas a un concepto, de ser posible, implementar ejercicios que representen a la
operacion inversa asociada; cuando se proponga un metodo de resolucion de un problema se
debe intentar dar una forma alternativa de solucion, si esto no es posible, entonces no imponer
una forma unica de solucidn; si un concepto se ilustra mediante ejercicios en mas de un
registro de representacion, instrumentar operaciones directas e inversas que promuevan la
translacion o articulacion de los mismos.

5 Raices de o — 3z — 10

Asi, el conjunto solucion de la desigualdad
es, CS =(—0,-2)U(5,+»)

Experiencia

Como se ha visto hasta ahora, existen ya una variedad de investigaciones relacionadas con la
ensefianza de desigualdades matematicas donde se describen dificultades y ventajas que
ofrecen distintos acercamientos a los conceptos de desigualdad; sin embargo, no se encontro
en la literatura un seguimiento a éstos hallazgos o esfuerzos por conjuntar las diversas
propuestas e implementarlas. Este fue uno de los principales motivos por lo que hemos
desarrollado una propuesta de ensenanza que incluye las recomendaciones y toma en cuenta
las dificultades halladas por los investigadores en matematica educativa.

La experiencia en el aula, se desarrollo con un grupo de 17 estudiantes de 4to semestre de
Bachillerato del estado de Puebla e involucro el disefio y aplicacion de una prueba pretest
seguida de una serie de actividades que se apoyaron fuertemente en herramientas digitales
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como el tutor inteligente CalcVisual; software de geometria dinamica y la creacion de
escenarios didacticos virtuales interactivos (EDVI) para finalizar con una prueba postest.
Siguiendo las sugerencias de la didactica Cuevas y Pluvinage, la primer seccion de
actividades se dedico a presentar un problema de contexto cuya modelacion matematica
permite que el concepto de desigualdad matematica emerja de la interaccion del alumno con
el EDVI, en particular el de una desigualdad lineal. La siguiente seccion de actividades se
orientd a introducir a los estudiantes a los conceptos de orden de los numeros reales; €stas se
implementaron a través de dos EDVI donde se propone a los estudiantes determinar el orden
de dos numeros reales representados sobre la recta real; el propio escenario guia la actividad
a traves de un cuestionario virtual donde a su vez se introduce la notacion necesaria. En estas
actividades, de acuerdo al marco didactico, se busco favorecer la articulacion entre los
registros de representacion numeérico, algebraico y grafico para auxiliar a los estudiantes a
determinar qué operaciones son las que afectan el orden de dos numeros y el significado de
los signos “<”y >,

1. Sean los numeros A= 2 3
Estos nimercs 58 pueden representar sobre ia recta real como:
i (]
e T B T A T R T T T T N
A

2. JComo compararias los numeros 2y 37 L Cual &3 mayor? (Cual es menar? 8. ( Camo se comparan ahora -2 y =37 ( Cusl es mayor? Cual es menor?
Escribe #l siabols aducuads "< o *>" an b casila y presions Enber Estribe el simbei adecuads *<* o ">* y presiona Entar.

Varlica | = 2 |verinca) 2>~ |werfica 1€ -2 |vesca|

381 A=2 y B=3, (Cubl % mayor? Cual es menor? 6. Ahern tenemos que Al-1=-2 y Bi-1)=-3
Escribe el simbole adecuada *<* 0 *>* en ia casilia y prasiona Enter L Cubl &8 mayer? :Cull &3 msnor?
— S [Escribe el simbolo adecuado "< 0" en lan casila y presiona Enfer
A= I |vesincal s A Veriica
4, Suma un PUMerS do un digho 3 ambos mismbros da (3 desigualdad
¥ |Mubiglica por alra numers
Mutiplica por:-1 & amibos mismbros de la desigualded

Figura 1. Cuestionario interactivo orden de los numeros reales y sus operaciones.

14 > ! |verica| < (1) |verinca

La tercera seccion de actividades, se centro en la solucion del problema planteado en la
primera actividad y se introduce a los estudiantes al uso del software tutorial CalcVisual.
Esta herramienta permite al estudiante calcular las raices del polinomio que modela al
problema y resolver la desigualdad a través de determinar el signo de la funcion. En esta
actividad se introduce también la notacion de intervalos y conjuntos para expresar la solucion
de la desigualdad. Asimismo se favorece la operacion inversa solicitando a los estudiantes
que propongan una desigualdad que cumpla con un cierto conjunto solucion.

Herramenta

Evaluacion puntual | Evaluacion por rango
Valor iniclal  Incremento
-200 [20 Listo

L] 200 180) 180 140/ 120 100

B0 -0
3108) 2808| 2500 2200) 1008 16080 1309 1.

8

Graficar puntos 1 Limpiar grafica E

Figura 2. Uso de CalcVisual para aproximar raices de un polinomio.

De manera similar, la cuarta seccion de actividades plantea un problema de contexto cuya
solucion requiere modelar la situacion a través de una desigualdad del tipo ax +b>cx+d ;
en este sentido, el estudiante debe recurrir a los conceptos ya presentados en las actividades
anteriores para dar solucion al problema.
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Por ultimo, la quinta seccion de actividades plantea un problema de movimiento
uniformemente acelerado cuya solucion requiere del planteamiento de una desigualdad
cuadratica. Esta actividad se acompafia de un escenario virtual interactivo donde
intuitivamente el estudiante puede determinar la velocidad a la que debe viajar un auto para
poder frenar antes de colisionar con un obstaculo, posteriormente este escenario sirve para
validar la respuesta obtenida por los estudiantes a través del acercamiento funcional.

i, § . . . ) . . . I
5 3 . =

Figura 3. EDVI para introducir el estudio de desigualdades cuadraticas.

Resultados y conclusiones

Los resultados obtenidos tras implementar esta propuesta fueron alentadores, las evidencias
obtenidas en la prueba pretest contrastadas con las obtenidas en cada uno de los cuestionarios
de las actividades y la prueba postest sugieren un avance significativo en el grupo de
estudiantes. Partiendo de los resultados que se recolectaron en la prueba diagnostico donde
se apreciaron claras deficiencias en los alumnos en cuanto a elementos prerrequisito y graves
problemas algebraicos, al ir desarrollando las actividades que componen a la propuesta se
fueron evidenciando cambios significativos en la forma en que operan hasta lograr que un
poco mas de la mitad de ellos consolidara su conocimiento sobre el concepto de desigualdad
matematica, su solucion y algunas de sus representaciones.

Durante la experiencia didactica realizada, los estudiantes mostraron un avance consistente
aplicando propiedades como: a<bSa+c<b+c Vab,ceR,

a<b&c>0>ac<bc Ya,bceR y a<b& ¢c<0>ac>bc Vab,ceR para
simplificar y posteriormente resolver desigualdades lineales. Asimismo una buena parte de

ellos logro aplicar lo aprendido en la resolucion de desigualdades cuadraticas, tal y como se
puede apreciar en las graficas de las figuras 4.
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Figura 4. Resultados de los estudiantes al resolver una desigualdad cuadratica.

Este fue sin duda uno de los grandes logros que se obtuvieron con los estudiantes, pues
comparando los resultados de la prueba diagnostico donde solo 2 estudiantes lograron
identificar correctamente la solucion a una desigualdad cuadrética; se observa que tras
desarrollar la actividades, la mayoria de los estudiantes fueron capaces de realizar esta tarea
correctamente y lograron expresar la solucion de la desigualdad a traveés de diferentes

registros de representacion.

Asimismo, mas de la mitad del grupo de estudiantes fueron capaces de resolver con éxito una
desigualdad cubica, caso que no se contemplo ni se estudid durante las actividades. Estos
resultados se muestran en la grafica de la figura 5.

Nimerode Aciertos

17

16 |
15 |

14
13

[

-
oummhmmwwwS'—‘

| M Resuelve una desigualdad clbica x"3-x"2-17%-150 [

Resuelve una desigualdad cubica x*3-x72-17x-15>0

Registro algebraico
11

Registro grafico
8

Motacién de intervalo
12

registros de representacion

Figura 5. Resultados de los estudiantes al resolver una desigualdad cubica en diferentes

Asi pues, mas de la mitad de los estudiantes fueron capaces de resolver correctamente un tipo
de problema que no se tratd durante las sesiones; es decir, estos estudiantes fueron capaces
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de adaptar sus conocimientos para resolver correctamente tareas distintas a las estudiadas en
clase. En conclusion, podemos afirmar que la articulacion entre el acercamiento funcional,
el marco didactico y el uso de herramientas digitales permitio a los estudiantes mejorar
considerablemente su comprension y operatividad sobre el concepto de desigualdad
matematica y sus conceptos relacionados.
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