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Resumen. Nuestro trabajo es una alternativa para la ensefianza y la motivacién en el
aprendizaje del calculo integral mediante el uso del software GeoGebra, con modelos reales
de aplicacion, el objetivo de la investigacion es mostrar la vinculacion que existe entre la
ensefianza del calculo integral y la manipulacion algebraica. Utilizamos GeoGebra para
facilitar la interpretacion de los objetos que se estudian enriqueciendo la simulacion y la
visualizacion del tema.
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Abstrac. Our work is an alternative for teaching and motivating the learning of integral
calculus through the use of GeoGebra software, with real application models, the objective
of the research is to show the link that exists between the teaching of integral calculus and
manipulation algebraic. We use GeoGebra to facilitate the interpretation of the objects under
study, enriching the simulation and visualization of the subject.

Keywords: Teaching, learning, integral calculus.

Introduccion

Dentro de las bondades de nuestro tiempo es menester reconocer que la tecnologia interactiva
ha venido a proporcionar otra dimension en el proceso ensefianza-aprendizaje, en particular
para las matematicas. La versatilidad de esta tecnologia radica en la manera dindmica para
abordar algunos de sus temas mediante el uso de modelos creados en computadora®*, para el
estudiante es un lenguaje que se ha convertido en algo cotidiano a la vez que lo abstrae de la
monotonia del cuaderno de cuadricula. Por mucho tiempo una preocupacion natural en toda
sala de maestros ha sido: como abordan los alumnos los problemas matematicos para su
solucion?, esta problematica ha sido abordada recurrentemente por educadores’, matematicos
y profesionales dedicados a la investigacion del proceso de ensefianza de las matematicas y
aunque ha habido avances la diversidad de particularidades y de entornos no ha permitido
encontrar una solucion especifica para optimizar el proceso de la ensefianza.
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A lo largo de la evolucion de la educacion se ha venido dando el fenomeno de adecuacion®
al proceso ensefanza-aprendizaje en cada etapa historica, en algunos momentos muy
lentamente y otros por demas acelerados, cada uno de ellos buscando resolver su
problematica en particular, la nuestra es quiza la etapa mas algida ya que se requiere que sea
un proceso, flexible, dinamico, interdisciplinario y multicultural y con una serie de atenuantes
socio-economicas que la rebasan continuamente. Desde nuestra perspectiva si la tecnologia
permite a los alumnos visualizar e interactuar con los objetos de estudio y les permite llegar
a la solucion de un problema especifico, consideraremos que estamos participando
activamente para que el alumno construya su propia estrategia de solucion y/o de crearle un
ambiente de libertad que fomente el trabajo grupal y la participacion propositiva a los
problemas planteados, en el entendido que el desarrollo en las actividades de aprendizaje, el
estudiante debera poner en juego el maximo de sus potencialidades intelectuales. La
visualizacion y el uso de las multiples representaciones de un objeto matematico son
considerados como un fuerte soporte para la formacion de conceptos. La visualizacion
matematica es el proceso de formar imagenes y usarlas efectivamente para el descubrimiento
y el entendimiento matematico, y considerar lo visual como un preludio hacia la abstraccion
de conceptos y asi permitir al estudiante formar varios modelos de una situacion de
aprendizaje’-S. Entonces, por lo anterior es importante disefiar formas de trabajo para el aula,
planeando estratégicamente lo que se quiere que los alumnos hagan y como guiarlos para que
lo hagan, asi el uso de modelos creados en computadora permiten al estudiante interactuar de
manera directa con el problema planteado da una posibilidad y vision de desarrollo educativo,
ademas que en el proceso de trabajo en equipo permite una posibilidad de sociabilizacion ya
que en el ambiente escolar en estos ultimos anos a preponderado este aspecto de la educacion,
hablando por supuesto del entorno de la ensefanza a través de competencias. “En
matematicas cuando los estudiantes se enfrenta a problemas donde solo tienen que aplicar
reglas o algoritmos, generalmente lo hacen con cierta fluidez y eficacia al resolverlos. Sin
embargo cuando se le pide explicar o interpretar cierta informacion relacionada con la
solucion de estos problemas, estos mismos alumnos muestran serias dificultades®”.

Duval en su teoria de los registros de expresion propone remplazar la acumulacion de
conocimientos ajenos desarticulados, por un modelo en donde éstos se combinan en una
ayuda reciproca. En este sentido los conceptos son vistos como objetos por aprehender, y
“mientras mas interaccion se tenga con el objeto, se tendra una mejor percepcion o
representacion mental del mismo!?”. Por su parte Hit!! considera que la visualizacion de los
conceptos matematicos estd ganando terreno, al grado tal que los mismos avances
psicopedagogicos han demostrado la utilidad de crear imagenes mentales apropiadas para
potenciar su conceptualizacion. Asi, ““...pensar visualmente demanda procesos cognitivos
mas profundos que pensar en forma algoritmica”. Agrega también que: “presentaciones no
visuales son utilizadas para comunicar ideas matematicas!'?”
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Problema 1:

Un ejemplo clasico del planteamiento escolar es sin duda el del Teorema de Torricelli, el cual
utilizamos en algunos problemas de fisica con el calculo integral como herramienta. El
teorema establece que la velocidad de salida de un liquido por una perforacion practicada en
un recipiente a una profundidad h desde el borde como se muestra en la Fig. 1 esta dada por:

v=4/2gh

Fig. 1 Recipiente perforado a uina distancia h del borde

El liquido sale, el nivel va disminuyendo y por lo tanto también la velocidad de salida, la

velocidad de salida no depende de la forma del recipiente, unicamente depende de la
profundidad h.

El siguiente ejemplo ilustra el uso del teorema.

Se tiene un depodsito en forma de cono invertido como se muestra en la Fig. 2 deradio Ry
altura H. En el fondo del deposito se la ha practicado una perforacion de radio r, si al inicio
el deposito esta lleno de agua, determinar el tiempo que tarda en vaciarse.
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Sean: H=20m R=10m r=05m

Fig. 2 Recipiente conico

El teorema de la conservacion de la masa dice que: el volumen de agua que sale por la
perforacion, es igual al volumen que disminuye en el deposito -si la densidad es constante-
estudiaremos el fenomeno en un tiempo dt , ilustrado en la Fig. 1

En un tiempo dt el volumen que disminuye en el tanque esta dada por:
dV =rx’dy
y el volumen que sale por la perforacion en el mismo tiempo dt, esta dada por:

dV = xrids

m ReCalc. Aho 5.Vol.5. Septiembre 2013 - Septiembre 2014.
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La cantidad de agua que sale por el orificio es igual a la que disminuye dentro del deposito,
por lo que tenemos:

AV =—dV

El signo negativo se asigna por el aumento en la salida de agua, produce una disminucion en
el volumen del deposito

zx’dy =—nr'ds (1)
ds es la distancia que recorre una capa de agua que sale por el orificio en el tiempo dr, por

lo que ds =vdt ds = vdt, donde v es la velocidad con la cual sale el agua por la perforacion,
tenemos que:

ds = \[2gydr

Sustituyendo en (1)

1
x’dy =—nr’ \|2gydt = —nr’ \|2g ydt

1
rxdy = —mr?\J2gvide (2)

Donde x es el radio de la superficie libre a un cierto tiempo ¢, este no es constante, depende
de la altura.

Considere los tridngulos que se forman en el lado izquierdo mostrado en la Fig. 3

H:y::R:x
Hx =Ry
x:R—y
H

Fig. 3 Seccion del deposito con dimensiones X , y.
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Sustituyendo en (2) tenemos

REyZ l
T H dy =—mry2gyidt
2.2
Ry _dy =—\2gdt
Hr?y?
> 3
HJE > vidy=—\2gdt
r

Integrando, tenemos

3

T

2 2
(;MJ % =_J2gt+C
2
2R?
W:— 2gf+C (3)

Para determinar el valor de la constante ¢, utilizamos las condiciones iniciales, cuando 7 =0
el deposito esta completamente lleno, esto es y(0) = H, por lo que de (3)

5

2R*H?
(0) = ———=c¢
-}( ) 5H2r2
1
2R*H?
C=—C—>—
S5r

Por lo que
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1
2R’H?

[

1
5 2.2 2172 2.2
> 2H°r 2R°H*(5H°r
2 =— ,/2 I+
Y R £ 5r ( 2R’ ]

b | Ln

2.2 5
¥ :5‘;2; J2gt+H? (4)

Cuando y=0, =1 es el tiempo que tarda en vaciarse, sustituyendo en la ultima

expresion
5H?r? 5
0= ———2gt, + H:
5H?r?

5
2Rz V29t T

. _ 2RH _ 2RH?
' SHZF”ENQg Srz\j2g

,_3(5]2 H
Yos\r 2g

Podemos dar la altura y del nivel del agua en términos de t y de tv, factorizando H? de 4)
tenemos

()

De (5) vemos que

5r2J2g 1
1 T —
2R2H: W

Por lo tanto:

ReCalc. Afo 5.Vol.5. Septiembre 2013 - Septiembre -



Rene Saucedo René Saucedo, Joaquin Godoy, Rubén Fraire, Héctor Herrera.
Ensenanza de las integrales aplicadas con Geogebra

5

5 5 t
y:=H:(1-) y=H|1-— 6)
S1t=0, y=H Entonces t=tv, y=0. Resultados que eran de esperarse.

El modelo del problema que los alumnos trabajan en el laboratorio de matematicas, con el
cual logran observar diferentes medidas de recipiente velocidad de vaciado etc. Las
siguientes pantallas de GeoGebra Figuras 4 y 5, son ejemplo de la visualizacion del
planteamiento problema usado para la investigacion.

Determinar el tiempo que tarda en vaciarse un recipients en o ml" H;”
fiorma de cono invertido, lleno de agua, de radio R = 5.1 m, aliura es
H=7.5m, y con una perforacion circular en &l fondo, de radio ] .
r=0.16m
] r=016
W \H 2 *

Solucion: t_ . , =
vackado 51-\[5 1=112

1
o . JE 110

A3 2 11 -0 8 8 7 & 5 4 3 2 A o1 2 3 4 5 & T 8 8 W OM 12 13 W 15 W T W W N N 2 DM B N T B D

B=51

escala =10
— 2

ity =516

T

Fig. 4 Construcciones en GeoGebra

Determinar el tiempo que tarda en vaciarse un recipiente an = mostrar = 1 H=68
R B —
forma de cono nvertido, lleno de agua, de rado R = 4.7 m, altura -
H = 6.9 m, y con una perforacion circular en el fondo, de radio L] o
——
r=035m
] r=035
r R
Solucion: 1. s 4
olucion:t_ . =——
vaciado -
$r@ . =28
L F
4
3
2
1
[} E 1110
T4z 0 @ 8 7 8 85 4 a4 2 4 o1 2 3 & 5 & T & 8 0 11 12 13 44 18 18 17 18 18 2 2 2 2 M 2 @ 7 B B
-1
escala =10 R=47
-— --—-————— .

|
lyity=345
|

: . t (vaciadc) = 43.29 sag
e e RR— e

x
W
@
L el
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Fig. 5 Construcciones en GeoGebra del planteamiento problema para la investigacion

Problema 2:

Se tiene un deposito hemisférico de radio R (ver Fig. 6). En el fondo del deposito se la a practicado
una perforacion de radio r, si al inicio el deposito esta lleno de agua, determinar el tiempo que tarda
en vaciarse. R =2.0myr = 0.5cm

J

‘—

Fig. 6

Utilizaremos el teorema de la conservacion de la masa, lo cual se traduciria a decir que el volumen
de agua que sale por la perforacion, es igual al volumen que se disminuye en el deposito (si la densidad
permanece constante), estudiaremos el fenomeno en un tiempo dt y con la ayuda de la Fig.(6)

En un tiempo dt el volumen que disminuye el en el tanque esta dada por
dv = nx?dy
y el volumen que sale por la perforacién en el mismo tiempo df, esta dada por
dv’' = nrds

va que la cantidad de agua que sale por el orificio es igual a la que disminuye dentro del depésito,
tenemos

dv = —dv’

el signo negativo es porque un aumento en la salida de agua, produce una disminucién en el volumen
del deposito

nx?dy = —nr?ds (7)
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ds es la distancia que recorre una capa de agua que sale por el orificio en el tiempo dr, por lo que
ds = vdt, donde v es la velocidad con la cual sale el agua por la perforacion, utilizando v = ,/2gh
tenemos que ds = ,/2gydt sustituyendo en (7)

mx2dy = —mr2[2gydt = —nr22gyzdt

x2dy = —r2 [2gyzdt (8)

x es el radio de la superficie libre a un cierto tiempo ¢, este no es constante, depende de la altura.
Considere el triangulo del lado derecho de la Fig. (6), por el teorema de Pitagoras

x? + (R —y)? =R?
x? +R* — 2Ry + y* =R?

x? = 2Ry — y?
Sustituyendo en (8), tenemos
(2Ry — y?)dy = —12/2gyzdt
y_%(ZRy —y))dy = —r?,/2gdt

1 3
(ZRyE — yi) dy = —r?,/2gdt

Integrando la expresion anterior

f (ZRy:%- — yg) dy = —rsz dt

3 5
2Ryz yz )
2 2
4Ry: 25
2 2
3}7 — ;’ =2 /2gt+c 9)

para determinar el valor de la constante ¢, utilizamos las condiciones iniciales, cuando t=0 el deposito
esta completamente lleno, esto es y(0) = R, por lo que de (9)

3 5 5 5
4RR3 2R3 4R} 2R3
3 5 ¢ - ¢

3 5
m ReCalc. Aho 5.Vol.5. Septiembre 2013 - Septiembre 2014.




Rene Saucedo René Saucedo, Joaquin Godoy, Rubén Fraire, Héctor Herrera.
Ensenanza de las integrales aplicadas con Geogebra

5
| 14R3
T

sustituyendo el valor de ¢ en (1.27), tenemos

rajun

4Ryz 2y

— 2
3 5—r\/ﬂt+

Cuando y=0, t=ty es el tiempo que tarda en vaciarse, sustituyendo en la ultima expresién

5
14Rz
15
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Determinar el tiempo que tarda en vaciarse un recipienge hemisferico
de radio R = 5y con una perforacion circular en el fonq’c de radio

r=0.17
2 <
Solucion: e 5
o 1, 4 ==—5—
Yaciado I5r2 Vﬂ_g 74
6.
R=5 5

——
!
r=017

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 dll_sllik 13 14 15 16 17 18 15 20 21 22 23 24 25

06

\
|
|
) =401
|
|

$CFS

Fig. 6 Simulacion de vaciado de recipiente

Determinar el tiempo que tarda en vaciarse un recipientg hemisferico
de radio R = 5 y con una perforacion circular en el fomlc_ de radio
r=0.17
2 84
Solcion: 148’
OIUCION: g 1
aciado 15¢yTz 7
6-
R=5 5
——
44
r=017
34
——
2.
t =400 A
el —
0
-15 <14 -13 -12 -11 -10 -9 - -7 -6 -5 -4 -3 % -1 01 2 3 4 5 & 7 B 9 10 '%1_ 5[2 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 2%
1 = - ----9
¢
| -2 ¢
|
| 34
| |
R=5 a4 I
| R=5
[ = '
@ | 06
I I'yit) =109 : °
A ’ ¥t)=109
-7 AT &
Qaciado = 907.58
-84
-9

Fig. 7 Fase terminal del vaciado de recipiente
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Conclusiones

Las actividades anteriormente expuestas, han mostrado el potencial didactico de uso de estos
recursos tecnologicos y se plantea la ventaja considerable que adquiere el uso de estas
herramientas en la solucion del problema.

El resultado fundamental de haber trabajado con tecnologia y el uso de estas estrategias
didacticas, como las empleadas en esta investigacion, podrda contribuir de manera
significativa al mejoramiento de la ensefanza matematica particularmente del célculo
integral. Por lo tanto, al llevar a cabo actividades como las descritas en este trabajo de
mvestigacion, considero que se logra una ensefnanza cualitativa diferente, pues los conceptos
se visualizan, no se memorizan.

El profesor juega un papel fundamental pues tiene que convertirse en observador y ayudante
de sus estudiantes, inclusive €l mismo descubre cosas nuevas en el desarrollo de cada una de
las partes que conforman las secuencias de trabajo, entonces es importante que ¢l adopte una
actitud de serenidad, ademas, sus habilidades didéacticas y metodologicas son muy
importantes para poder resolver dificultades no esperadas, para que el material utilizado
realmente sea un facilitador del aprendizaje.
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