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Resumen.

En este documento presentamos una experiencia docente sobre las
estrategias variacionales que desarrollan estudiantes de bachillerato de
la Universidad Auténoma de Zacatecas (UAZ) al modelar una
situacién experimental denominada, Area Extrema. Consideramos que
la ensefianza de la derivada se privilegia métodos algoritmicos y el uso
de ciertas notaciones para su aprendizaje, lo cual oscurece el desarrollo
de argumentos variacionales como elemento esencial de la derivada.
Con base en lo anterior, se aplico la situacidon que tiene como eje, el
desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV). Desde esta
postura se reporta el desarrollo de las estrategias variacionales que usan
los estudiantes para generar argumentos referentes a la derivada.

Palabras clave: Estrategias variacionales, derivada, Pensamiento y

Lenguaje Variacional, bachillerato
Abstrac.
In this document we present a teaching experience on the variational
strategies developed by high school students of the Autonomous
University of Zacatecas (UAZ) when modeling an experimental situation
called Extreme Area. We consider that the teaching of the derivative
privileges algorithmic methods and the use of certain notations for its
learning, which obscures the development of variational arguments as an
essential element of the derivative. Based on the above, the situation that
has as its axis, the development of Variational Thought and Language
(PyLV) was applied. From this position, the development of the
variational strategies that students use to generate arguments referring to
the derivative is reported.
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1. La problematica sobre la ensefianza y aprendizaje de la derivada

La derivada es un concepto relevante en la ensenanza del célculo tanto
por su relacion con otros conceptos como por su aplicabilidad en diversas
ramas cientificas. En el nivel medio superior este concepto se aborda en
quinto semestre, en particular en el bachillerato de fisico-matematico de
las preparatorias de la UAZ. La motivacion de realizar este estudio
subyace, por una parte, de la experiencia docente en los cursos de calculo
diferencial, misma que ha permitido detectar ciertas deficiencias en el
aprendizaje de la derivada (Ramos y Bricefio, 2015). Sobre todo cuando
el alumno no sabe como y cuando emplear el concepto de derivada en
ciertas situaciones problematicas; ademas recurrentemente estudiantes
que han llevado el curso de célculo diferencial emplean frases como:
“;esto en donde se aplica?”, “para sacar la derivada sé6lo hay que aplicar
la formula™, “;qué le hago, con cual formula?”, entre muchas otras.
Geomeétricamente, los estudiantes se quedan con la idea momentanea de
que la derivada tiene que ver con la pendiente de la recta tangente, en
este caso puntual (Vivier, 2010). Consideramos que la centracion en lo
algoritmico, el empleo de las reglas de derivacion (foérmulas),
desconectado de lo numérico, lo geométrico y la descontextualizacion a
un contexto real, son causas de las deficiencias conceptuales en el
aprendizaje de dicho concepto. Por ejemplo Artigue (1995), reporta que
si bien, se puede ensenar a los estudiantes a realizar de forma mas o
menos mecanica algunos calculos de derivadas y a resolver algunos
problemas estandares, es dificil que logren alcanzar una comprension
satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento del célculo.

Ademas Dolores (2000) sostiene que:

Para la asimilacion del concepto de derivada, la mayoria de los
textos plantean ejercicios de obtencion de derivadas mediante la
regla de los cuatro pasos, la obtencion de pendientes de curvas y
tangentesy el cdlculo del angulo de interseccion entre dos curvas (p.
176).
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Laausencia en el discurso que permita generar argumentos variacionales
en los estudiantes relacionados con el concepto de derivada, es un
fenomeno que vive en las clases de matematicas, fruto del dominio de
solo aprender procedimientos algoritmicos.Sin embargo, el discurso del
profesor en su clase cuando usa la nocion de variacion, especificamente
sobre las nociones de funcion y derivada, se contemplan los siguientes:

e La variacion de parametros (rotacion y traslacion).

e La asignacion de un significado geométrico a las funciones:
traslacion, inclinacion, rotacion, desfasamiento, sube o baja,
crece o decrece.

e Nociones de movimiento (se desplaza, sube o baja, se recorre, se
mueve) de: Las graficas y puntos de referencia como el vértice,
el origen, asintota y linea.

e Aproximar valores a un numero.
ar

* ——como la variacion de los valores del cociente
X

e La sucesion de puntos intermedios.
(Cantoral y Reséndiz, 2003)

Sin embargo, consideramos que existe parcialmente, una
descontextualizacion en las explicaciones docentes hacia sifuaciones
reales donde los estudiantes puedan experimentar la variacion y entender
desde dicho escenario, el discurso del profesor hacia el desarrollo de
argumentos variacionales en sus estudiantes. Por ejemplo, Lopez-Gay y
Martinez-Torregrosa (2005) reportan un ejemplo de analisis sobre lo que
hacen y entienden los estudiantes y profesores cuando usan el calculo
diferencial en las aplicaciones de la fisica. Parte de sus resultados
muestran que el uso del calculo se limita a la aplicacion mecénica de
reglas, ya que cuando se les solicita que expresen comentarios y aclaren
la solucion de algunos problemas, se muestra la ausencia generalizada de
explicaciones o justificaciones. En consecuencia las expectativas sobre
las posibilidades de entender y usar con seguridad el calculo se ven
afectadas. Por consiguiente la mayoria de los estudiantes al captar esa
falta de expectativas en sus profesores adoptan una actitud mecanica en
la solucion de problemas. Por lo tanto vale la pena reflexionar y
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cuestionar sobre las repercusiones en la comprension de la derivada en
los estudiantes si se desarrollan acercamientos a la nocion de derivada
mediante sitfuaciones experimentales. De igual manera que es importante
analizar cuales estrategias debe usar el estudiante ante situaciones
variacionales y de qué tipo son. Estas son algunos cuestionamientos que
se desarrollan en esta investigacion, la cual esta orientada al estudio del
desarrollo de estrategias variacionales en estudiantes de bachillerato.
Describimos algunas estrategias variacionales que adopta esta
investigacion tomadas de Caballero (2012). El fin es analizar como
influyen estas estrategias en los argumentos variacionales de los
estudiantes de bachillerato que permitan un redisefio del discurso
alrededor de la nocion de derivada.

2. El Desarrollo de estrategias variacionales

El Pensamiento y Lenguaje Variacional es, tanto una linea de investigacion,
como una forma de pensamiento. Se caracteriza por proponer el estudio de
situaciones y fendmenos en los que se involucran el cambio, y donde la
necesidad de predecir estados futuros motiva el estudio y analisis de la
variacion (Caballero y Cantoral, 2013). Estos autores sostienen que para
generar el desarrollo del pensamiento variacional, es necesario el uso de los
elementos que lo conforman (Figura 1).

Estrategia Variacional

|

Recurren a

Generan

{

Argumentos Variacionales

Son articulados por

Explican

L

Situaciones Variacionales

|

|
000

Se componen

Figura 1 Modelo de interaccion de los elementos del PyLV (Caballero y Cantoral, 2013)
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Las Situaciones Variacionales (SV) corresponden a experimentos planteados,
los cuales demandan la puesta en juego de estrategias variacionales y
requieren que el estudiante analice diversos estados del cambio. Los
Argumentos Variacionales (AV) son las explicaciones que proporcionan los
estudiantes sobre los experimentos, expresando un entendimiento del
proceso de variacién involucrado en los mismos; son utilizados por ellos
cuando hacen uso de “maniobras, ideas, técnicas o explicaciones que de
alguna manera, reflejan y expresan el reconocimiento cuantitativo vy
cualitativo del cambio en el objeto que se estd estudiando” (Cantoral, 2000,
pp. 54). Los Codigos Variacionales (CV) son la expresion oral o escrita del
cambio y la variacion (pueden consistir en frases, dibujos, tablas o ademanes),
y que son articulados para generar los AV. Una Estructura Variacional
Especifica (EstV) estara formada por herramientas, procesos y procedimientos
especializados del ambito matematico o cientifico (Gonzalez, 1999, citado en
Caballero y Cantoral, 2013), que funcionan como punto de apoyo para abordar
y explicar el estudio del cambio y la variacién en las SV. Una Estrategia
Variacional (EV) es una forma particular de razonar y actuar ante una SV (en
nuestro caso en la experimentcion), ya que permite la generacién de los AV
gue dan explicacién a la SV.

Las estrategias variacionales reportadas por Caballero y Cantoral (2013, p. 6)
son:

Comparacion: Asociada a la accidon de establecer diferencias entre estados, lo
gue permite identificar si hubo un cambio y poder analizarlo con base en las
caracteristicas de esos cambios y su variacion. Esta estrategia no se usa
siempre de la misma manera, ya que su uso depende del contexto en que se
encuentra, y también de las nociones y conceptos que la rodean, en ese
sentido se puede hablar de un desarrollo de esta estrategia.

Seriacion: Se relaciona con la comparacion, ya que estd asociada con la accidon
de analizar entre estados sucesivos y establecer relaciones entre ellos, pero se
diferencia en que se analizan varios estados y no Unicamente dos, con el
objetivo de encontrar una relacién o propiedad entre ellos, como puede ser
hallar una relacién funcional dada una tabla, encontrar un patrén en el
comportamiento de una gréafica, o relaciones entre variables.
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Prediccion: Asociada a la accién de poder anticipar un comportamiento,
estado o valor, luego de realizar un andlisis de la variacién en estados previos,
de manera que se sintetiza y abstrae esta informacién en modelos predictivos.
A diferencia de la Seriacion, la Prediccion no busca encontrar en si una
relacidn, sino que se postula un nuevo estado usualmente a mediano o largo
plazo, siendo este estado local, en el sentido de que corresponde a un
momento o valor determinado.

Estimacion: Conociendo el comportamiento de un fendmeno en estados
previos, se proponen nuevos estados a corto plazo de manera global, a
diferencia de la Prediccién, donde los estados propuestos son locales. Por
ejemplo, se usa en el analisis del crecimiento de poblaciones para saber si
crecera o disminuird, en tanto que la Prediccion puede servir para decir hasta
qué punto crecera.

Inmersas en las SV los autores reportan las Tareas Variacionales (TV), estas
son actividades, acciones y ejecuciones, que comparten similitudes en cuanto
a sus objetivos y los contextos en que se desarrollan. Se caracterizan por el
empleo de una o mas EV dentro de un mismo contexto de andlisis, que puede
ser numeérico, grafico o analitico, lo que permite organizar el estudio de la
variacion en las SV en acciones y objetivos mas especificos dentro de estos
contextos.

En resumen, el PyLV se caracteriza por centrarse en los fenémenos que
cambian de un estado a otro, identificando aquello que cambia, cuantificando
ese cambio y analizando la forma en que se dan esos cambios.

3. La puesta en escena de la situacién variacional: Area Extrema’

Para desarrollar las actividades de la investigacion, se conté con la
participacién activa y entusiasta de un grupo de alumnos de sexto semestre,
correspondiente al Bachillerato de Fisico- Matematico de la Unidad
Académica Preparatoria Plantel VI del municipio de Trancoso del estado de
Zacatecas. El total de alumnos que integraban el grupo fue de 18, cuyas
edades oscilaron entre los 17 y 19 afios. Cabe mencionar que ellos han llevado

! La situacion es tomada de (Suarez 2014) con ciertas modificaciones para le desarrollo
de estrategias variacionales. Se recomienda ver anexo A como guia para leer las
evidencias que se reportan
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el curso de Calculo Diferencial (quinto semestre) sobre tépicos como:
funciones, graficacion de funciones (simetrias, intersecciones, asintotas,
dominio y rango), limites, derivadas por incrementos (regla de los cuatro
pasos), férmulas de derivacidon y criterios de la primera derivada y segunda
derivadas.

Desarrollo de la SV: Area Extrema2. Esta situacion tiene la intencién de que los
estudiantes pongan en juego algunos de sus conocimientos previos y que
conjeturen respecto a rectangulos con perimetro fijo y area variable, por
consiguiente la variacion en las dimensiones del rectangulo. Trata de
promover la interaccidon y comunicacion entre los integrantes del equipo, asi
como la generacién de primeras argumentaciones y consensos respecto a la
variacion de sus dreas mediante aproximaciones y practicas de prediccion. Se
disefiaron y construyeron cuatro Geoplanos de 24 X 24 cm dibujando
cuadrados formado de drea igual a 1cm? donde se incerté clavos en los cuatro
vertices (total 441 clavos). Por equipo se les proporciond ademas 1 bicolor y
18 ligas de hule de diferentes colores (ver figura 2).

Figura 2. Geoplano y materiales de trabajo proporcionados por equipo

El material fue complementado con el archivo AreaExtrema.ggb?® de Geogebra,
el cual también se proporcioné a cada equipo.

4. Resultados obtenidos de la SV-Area Extrema

Ese presentan los resultados de |la experiencia didactica donde los estudiantes
se organizaron en equipos de trabajo. En un primer momento de la situacién
se hacen dos preguntas, primero se cuestiona a los estudiantes sobre lo qué
puede variar al construir rectangulos de perimetro fijo (inicialmente de 20
centimetros), a lo que la mayoria contesta que el largo y el ancho (algunos lo

2 Se recomienda consultar Anexo A para la lectura de evidencias
3 Ver figura Anexo A
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llaman base y altura (ver Error! Reference source not found.) asi como su
area. La segunda pregunta(inciso b) se refiere a la cantidad de rectangulos que
se pueden formar con la restriccion de que el perimetro sea de 20 centimetros.
Los equipos 2 y 4 responden que 15 rectangulos, mientras que el equipo 1
expresa que “muchos por los nimeros intermedios”, aludiendo a los posibles
valores que pueden tomar el ancho y largo del rectangulo. Por su parte el
equipo 3 comienza confundiendo el célculo del perimetro con el célculo del
area (ver extracto 1 y figura 3), entre ellos se dan cuenta del error y
auxilidndose del Geoplano corrigen sus ideas y reorientan el trabajo.

Estudiantel:  “fcinco por cuatro daria verdad ?”

Estudiante3: “A noo.., no te creas, estamos mal esta
es el drea”

Estudiantel: “es lo que te estoy diciendo” =
Estudiante3: “entonces seria asi...”

Estudiantel: “el perimetro se supone que es...”

— - P

Extracto 1. Equipo 3, Construccion de triangulos = :
Figura 3. Equipo 3 exploracion

adecuados

Por su parte integrantes del equipo 1 logran identificar un patrén de
comportamiento entre el ancho y el largo de los rectangulos que se pueden
construir (ver extracto 2 y figura 4).

Estudiante 2: “Nomas hay esos,porque al parecer
tienesde 1y de 9, de8yde 2, de 7y de
3, dedyde6,..yyade5yde5esel
cuadrado,... pero ya de 4 y de 6 se
vuelve a repetir”.

Extracto 2. Equipo 1, Identificacion de patron ancho-largo Figura 4. Patron en la
construccion

En un segundo momento (pasos 2-8) los equipos intensificaron la
experimentacion, es decir, formaron rectangulos con diferentes dimensiones
en el Geoplano (usando ligas de diversos colores). Posteriormente registraron
los datos obtenidos en la Tabla A correspondiente (hoja 3). El equipo 1 en su
tabla registra los datos ordenados de forma ascendente (sélo hasta los
primeros cuatro rectangulos), pero los siguientes cuatro lo hacen de forma
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descendente y completa la tabla con dos que tienen longitudes decimales (ver
extracto 3). Mostrando con ello indicios de conocer la propiedad de densidad
de los numeros reales y de que las dimensiones de los rectangulos no
necesariamente deben ser valores enteros, extendiendo el posible dominio
para estas variables.

Rectangulo | Ancho (cm) Largo (cm) | Perimetro Area
1 l | 20 j
2 3 20 14
3 7 20 21
4 20 24
5 20 ]
6 20 13
7 20 ;
8 i 20 [v.au.. dhecimales ]
9 20 12.95
10 s 20 .

Extracto 3.Equipo 1. Valores decimales en las dimensiones

En este mismo paso, el equipo 3 se auxilia de la graduacién presentada en las
cuadriculas y del Geoplano para establecer algunos valores decimales en el

ancho, y por tanto el largo de los rectangulos (ver extracto 4 y figura 5). 157

Estudiante 3:  “serian de nueve punto cinco por cero
punto cinco, si tomamos en cuenta que
esto seria cero punto cinco”.[0.5]
[Indicando la separacion entre puntos del
Geoplano].

Estudiante 1:  “y luego cero punto cinco, nueve punto
cinco”.

Extracto 4. Equipo3. Rectangulos con dimensiones
decimales

Figura 5. Redimensionando
rectangulos

Se resalta que aunque sélo contaban con un determinado nimero de datos
construidos por ellos, los equipos propusieron graficas ancho-largo con una
linea recta y el ancho-drea con una linea curva (parabola). Para el paso 6
(rectangulos de perimetro 30 centimetros) los equipos en general, ya no
construyeron todos los rectangulos en el Geoplano, lo que muestra evidencia
de que notaron la regularidad al variar las longitudes (ver Extracto 5).
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Extracto 5. Equipo 3 Graficas para rectangulos de perimetros 20 cm y 30 cm

En cuanto a la primera pregunta del paso 5, sélo el equipo 4 contesta que el
area es maxima cuando las dimensiones del rectangulo son exactamente cinco
centimetros de ancho y cinco centimetros de largo (ver Extracto 6).

a) ;Cuales son las dimensiones que dan el drea maxima?

"J"J 3_?-"/ LSO f 3 5 j’_‘-!“}’.r-':‘_x:,:-,

4 ol T f

2. to ¥ ' TES 2 Mhag EALS

e

Extracto 6. Equipo 1 Aproximaciones al valor maximo

Del video correspondiente a ese momento se puede rescatar lo siguiente (ver
extracto 7).
Estudiante 1:  “Entonces si le ponemos 4.999 va acercandose al eje...”.
Estudiante 2: “Va acercdndose al 25”

Estudiante 3:  “Se acerca cada vez mds y mds pero no llega...nomds se va
acercando pero nunca lo va a tomar”

Extracto 7 Actividad 1, pregunta a), paso 5
Sin embargo, esas aproximaciones del equipo 1y el trazado de la paralela al
eje horizontal (segunda pregunta del paso 5) los lleva a, en principio,
relacionar dicha recta paralela con la recta tangente en ese punto (ver extracto

8); y en segundo lugar concluyen que el maximo efectivamente ocurre cuando
el ancho y el largo se aproxima a cinco centimetros. Lo cual representan con
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las coordenadas (5,5) correspondientes al punto medio de la gréfica ancho-
largo, pero no de la gréfica ancho-area; lo cual sefialan dos de los integrantes
del equipo con el dedo sobre |la parte mas alta de la parabola (ver extracto 8y

figura 6).
Estudiante 1: “éComo dices tu?”
Estudiante 2: “Que fuera a tocar en el
punto ese”
Estudiante 1:  “Es una tangente...ino?” __L :
Figura 6. Punto maximo en la

Ex'tr?icto 8. Equipo 1 Identificacion del punto gréfica
maximo

Contindan con la discusidn y solicitan la intervencion del profesor (ver extracto 9)

Estudiante “Profe, para llegar a la grafica se puede poner cinco-cinco en
2. la de ésta del rectangulo”. [Refiriéndose a las dimensiones
del rectangulo]
Profesor: “¢Esta restringido?”
Estudiante “es que no nos da la pendiente igual a cero, si la ponemos

1: antes son menos metros...” 159

Extracto 9. Discusion y analisis sobre la recta tangente

Por su parte el equipo 3 es el Unico que intenta obtener el valor del area
maxima estableciendo una funcién que relaciona los lados del rectangulo,
pero sin éxito (ver extracto 10) y ademads no lo registran por escrito, por lo que
recurren nuevamente al analisis de los valores que construyeron.

Estudiante “Tendriamos una funcion que seria efe de equis igual a equis
3- porequis igual a veinte... jja no!! Dos equis mas dos yes igual
a veinte. Mmmm ... icudl es el valor mdximo?...Si decimos
que ye es igual a veinte entre equis seria mayor drea,...
también si hacemos la formula del drea...”. [Después de la
discusion deciden hacer calculos con valores decimales y
aproximar el valor del drea maximal.

Extracto 10. Intento de expresion algebraica

Para la pregunta 7 el equipo 1 utilizan la estrategia de comparacién como se

muestra a continuacién (ver Extracto 11).
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Estudiante 1: [Lee la pregunta al equipo] “/Qué observa en la figura cuando se cambia el
perimetro de veinte a treinta centimetros?”
Estudiante 1:  “Sélo incrementa...éno?”

Estudiante 2:  “Es mds grande”

Estudiante 1:  “¢/Aqui va aumentando de uno en uno?” [Sefiala con el dedo en la cuadricula de la
grafica A]
Estudiante 3:  “Aumenta nuevamente?”

Estudiante 1:  “Y aqui como que se ve de dos en dos” [Sefala con el dedo sobre la cuadricula de
la grafica B]

Estudiante 1:  “Es el doble, porque mira fijate, de 1 a 2 aumenta tanto y de 1 a 3 aumenta tanto”
[Recurriendo a la tabla]

Estudiante 3:  “No exactamente, mira aquies 1 a 9 y acd es 1 a 14” [Sefialando movimientos en
los ejes para ambas graficas]

Extracto 11. Equipo 1 Comparacion entre valores de la misma grafica (20 y 30 cm)

Para la pregunta del paso 8 en general los cuatro equipos sélo reportaron que
el drea en la primera grafica disminuye, y en la segunda se incrementa cuando
se comparan en el intervalo de 5 a 6 centimetros, tomando como referencia
el eje nombrado como ancho

Finalmente, el tercer Momento contempla todos los incisos de la pregunta 9,

160  a partir de los cuales construyeron tres curvas en Geogebra correspondientes
a los perimetros 10, 20 y 30 centimetros. Sin embargo, algunos equipos
tuvieron dificultades para desplazar las paralelas (indicacién del inciso e), al
no ubicarlas en el orden establecido en la instruccién o porque requerian
desplazamientos lo mds aproximado posibles. En este inciso para el equipo 1
AAncho “es la longitud que hay de una linea a otra, es decir, el cambio que
experimenta el ancho”, para el equipo 3 es “la diferencia que hay entre un
ancho y otro”. Los otros dos equipos hacen referencia a que “es la parte de un
segmento que se desea conocer”. Respuestas similares se obtuvieron respecto
de AArea. Ahora bien, la actividad se disefi¢ estableciendo AAncho = 1, es
decir, que se mantuviera constante, por lo que todos los equipos pudieron dar
una aproximacién muy cercana al valor real de AArea;q, y lo mismo para
AAreasq. Sin embargo, sélo el equipo 4 logré hacer la mejor aproximacién
para AAreasq (ver Extracto 12).
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Adrea;; = 2..09 ent

Area,y= 1ol et

AAreasq = N. 18
Extracto 12. Equipo 4 Incrementos de drea

En el tltimo inciso se les pide calcular el valor de AAreas, para el cual no
tienen referencia tabular en las hojas ni lo pueden ejecutar en el archivo de
Geogebra, puesto que este fue disefiado para que no se pudieran simular valores
mayores a 30 cm de perimetro (variable de control). Esto los obligd a hacer un
analisis sobre los datos que ya tenian y los obtenidos en el inciso f), y a utilizar
otra estrategia de solucién pues tampoco contaron con las expresiones
algebraicas de las funciones ancho-area. Del total de quipos solamente el
equipo 4 logré deducir un patrén de comportamiento suficientemente preciso
entre los incrementos del area conforme se aumentaba el perimetro en 10
unidades. Es decir, proporcioné la mejor aproximacion al valor real para el
caso AAreas, = 22cm, (ver figura 8).

g) Cuil es el valor de Adreas, =7

L Por qué? (explique lo més claro y detallado posible)
Pe n sWornmeds Gue \g ymed.g

ke §3 de \ogq o ey dps

Extracto 13. Prediccion de area para perimetro 50 cm

Sin embargo, el equipo 1, que mantuvo un desempefio muy constante y bueno
durante toda la situacién, también proporcioné una buena aproximacién (a
pesar de que su aproximacion para el caso 30 centimetros fue
AAreas,=10.74), es decir, también encontraron la regularidad y proporcionan
una explicacién en la que determinan las diferencias entre los incrementos de
area de los diferentes perimetros obtenidos en el inciso anterior (ver figura 9)
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Por qué? (explique lo mas claro y detallado posible)

Extracto 14. Equipo 1 Prediccion del area para el caso perimetro 50 centimetros

El empleo del archivo en Geogebra agilizé la graficacién y permitié que los
equipos se centraran en el andlisis de sus comportamientos y cambios (ver
figura 7 y 8), mas que en la obtencidn de la curva.

Figura 8 Comparando graficas con
Geogebra

Figura 7. Construccion de graficas en
Geogebra

5. Conclusiones

El empleo del Geoplano como recurso didactico contribuyé de manera
positiva en la comprension de la SV: Area Extrema, pues en él los estudiantes,
después de explorar, lograron construir directamente los rectangulos con las
dimensiones adecuadas, al mismo tiempo que descartaban otras. Cabe hacer
notar que en general los cuatro equipos consideraron, de inicio, que el
cuadrado no cumplia con las condiciones de la situacién; corrigieron y
eventualmente se percataron de que es precisamente cuando el ancho y el
largo son aproximadamente iguales, esto produce el area maxima (ver
Extracto , Extracto 7,Figura 6 y Extracto 8 y Extracto 9). La siguiente tabla 1
sintetiza las estrategias variacionales desarrolladas por los estudiantes para la
situaciéon Area Extrema asi como los significados y procedimientos
desarrollados:
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Construcciones Estrategias Argumentos
variacionales variacionales
La variacion es la
cuantificacion del - Comparacion e Al variar el
Significados cambio del area en Extracto 6 perimetro del
relacion con el (numeérica) rectangulo varia
perimetro. Extracto 7 el area
(numeérica conservando
~ Compara areas de | - Extracto 11. comportamiento
rectangulos con | Equipo 1 en la gréﬂca..
diferentes perimetros. | Comparacién entre | o E_-l area maxima
- Construccion de | valores de la misma siempre se
rectangulos. grafica) obtiene cuando el
Procedimientos | - Distribucion  de ancho y el largo

puntos en el plano
cartesiano.
-Simulacion con
software.

- Comparacion de
areas en intervalos
iguales

- Asociar parabola a
la grafica ancho-area

- Prediccion

Extracto 7
(numeérica)

Error!
Reference
source not
found.12, 13 y
14 (numérica)

son iguales
(cuadrado).

La variacion
entre el ancho y
el area no es
constante y es
mas lenta cuando
esta cerca del
maximo.

La comparacion
de dos estados
permite predecir
el valor de areas
deconocidas.

Tabla 1. Construcciones de las estrategias y argumentos variacionales

La experiencia del profesor al indentificar estrategias variacionales usadas por

los estudiantes y reportadas en la investigacion de Caballero y Cantoral (2013),

permitié reflexionar su importancia para el aprendizaje de la derivada. Por
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ejemplo,en el extracto 6 se encuentra una aproximacién al maximo, es decir
la idea de limite al valor de 5 aproximadose a la izquierda y derecha. Hay un
intento de generar el modelo de la situacién por parte de un estudiante (ver
Extracto 10), ademas de predecir un estado futuro despues de indentificar
patrones de variacion para areas de perimetro 20 y 30 (Ver extracto 18 al 20).
Afirmamos que estos experimentos estan disefiados bajo la mirada de la linea
del PyLV, pues para su solucién los estudiantes usaron en todo momento
estrategias variacionales. El tipo de preguntas que se hicieron a lo largo de los
momentos propiciando siempre que el estudio de la variacién fuera el eje
central (TV), desarrollandose alternativamente entre los contextos grafico,
numeérico y verbal. Especificamente, se pudieron identificar las estrategias de
comparacion y de prediccidn en la situacion AE. Cabe mencianar que los
Caodigos Variacionales (CV) se ven reflejados en los escritos y dialogos sobre la
variacion, es decir en frases, dibujos, tablas o ademanes que se articularon el
desarrollo de la situacién para generar argumentos variacionales.

Como experiencia didactica fue un espacio en la clase de célculo diferencial en
donde los estudiantes tuvieron la libertad de expresar lo que pensaban, de
reflexionar, conjeturar, emplear la intuicién, explorar, de ofrecer alternativas
de solucion, experimentar la situacidn, discutir, refutar y consensar en equipo
para establecer sus argumentos. En este escenario de trabajo, los equipos
pusieron en juego sus conocimientos previos, construyeron sus propios datos,
vivieron la situacion de manera muy diferente a una clase tradicional;
construyeron conocimiento al usar gréficas, el cambio y la variacién. Como
aporte se ofrece esta situacion para ser aplicada por profesores de
matemadticas como para el desarrollo de pensamiento variacional en los
estudiantes y con ello comprender la nocién de derivada.
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ANEXO A. SITUACION AREA EXTREMA

¢De qué se trata? Con esta actividad podemos explorar, entre otras cosas,
como alguna de las variables puede obtener un valor maximo.

¢Cémo lo vamos a hacer? El geoplano es un 1em
recurso didactico para la introduccién de gran
parte de los conceptos geométricos, en esta
ocasion lo utilizaremos para ver cuanto

1em

rectangulos se pueden construir con el mismo <=0
perimetro.

Materiales. 1 geoplano de 24 X 24 cm, 1 bicolor y 1 bolsa de ligas de hule del
numero 18.

Integrantes del equipo.

1E1

2E1

3E1

4E1
Procedimiento

1. Empleando el geoplano y las ligas que se les han proporcionado
contesten por favor las siguientes preguntas:
a. ;/Que es lo que puede variar al construir rectangulos con
perimetro fijo de 20 centimetros?
b. ;Cuantos rectangulos que tengan 20 cm de perimetro
pueden formar?
2. Con las ligas, formen algunos de los rectangulos en diferentes
lugares del geoplano.
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3. Ahora completen la siguiente tabla (ordenando de menor a mayor
en la columna Ancho) y formen los rectangulos en el geoplano

empleando diferentes ligas.

Rectangulo | Ancho (cm) Largo (cm) Perimetro Area
1 20
2 20
3 20
4 20
5 20
6 20
7 20
8 20
9 20
10 20

4. Enla cuadricula que se anexa en la hoja 3 (A) grafiquen los datos
que obtuvieron en la tabla. Con color azul traza ancho-largo y
con color rojo ancho-area.

S. Contesten las siguientes preguntas (reflexionen en equipo, hagan
sus anotaciones, explicando lo mas detallado posible)

a. (Cuales son las dimensiones que dan el area maxima?

b. Para la grifica Ancho — Area (rojo) tracen una recta
paralela al eje “x”, o sea, de pendiente igual a cero, pero
que corte a la grafica en solo un punto. ;Qué punto es
gste?

6. Realicen el mismo experimento para rectangulos de perimetro

igual a 30 cm y encuentren su area maxima utilizando una recta
de pendiente igual a cero. Registren sus datos en la hoja 3 (B).

Rectangulo

Ancho (cm)

Largo (cm)

Perimetro

Area

1

30
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11 30

13 30
15 30
Ancho= Largo= Area
Mixima=
A B

PREEERREERTRESRRERERIRE

Baak o smaae
Ak b mew

wwusuavnebb i BiBaREERYEINEY

wrmnilh

7. (Qué observan en la grafica cuando se cambia el perimetro de 20
cm a 30 cm?

8. (Qué es lo que le pasa a el area cuando el ancho pasade 5 a 6
centimetros, tanto en el caso Perimetro=20 ¢m como en el caso
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Perimetro =30 cm? (muéstrelo en el grafico y explique
enseguida)

9. Abran el archivo AreaExtrema.ggb de Geogebra en su
computadora y realicen lo siguiente:

a.
b.

En la casilla Perimetro ingresen el valor 10.
Ubiquen el punto D del rectangulo que se forma y
deslicenlo de 1zquierda a derecha.
Repita el paso a) y b) con los valores 20 y 30.
Activen la casilla Mostrar Paralelas y deslicelas sobre
el eje Largo-Area (use los puntos de corte con este eje).
Para la grafica Ancho-Area con perimetro 10 cm
desplacen las rectas paralelas (siempre L1 por debajo de
L2) de tal manera que se intersecten con las rectas
verticales (lineas punteadas) y con la grafica en el mismo
punto.
1. (Qué es para usted AAncho?

ii. ¢(Qué es para usted AArea?

1. Cuanto vale AArea,, =
Realice los mismos desplazamientos que en el inciso e)
con las gréaficas de perimetro 20 cm y 30 cm, apoyese en
lo que obtuvo en las tablas de los puntos 3 y 4, y escriba

los valores correspondientes a
AAreasy =
AArea,y =
AAreasy, =

¢Cual es el valor de AAreas, =?
(Por qué? (explique lo mas claro y detallado posible)

La imagen muestra la actividad en Geogebra.

ReCalc. Afio 6 Vol.6 septiembre 2014 — septiembre 2015 Cinvestav - IPN. México, D.F.

169



ESTRATEGIAS VARIACIONALES EN ESTUDIANTES DE BACHILLERATO DE LA UAPUAZ
EN SITUACION EXPERIMENTAL

Shaa TAT

!

Figura 9
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